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Es wird gebeten, die Manuskripte druckfertig einzuliefern und in 
den Korrekturen den beim Druck fiir sie verwendeten Raum nicht zu 
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Die Verlagsbuchhandlung liefert 100 Sonderabärlicke jeder Arbeit 
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skript selbst einzuzeichnen). Da die Figuren fortan möglichst in den 
Text eingefügt werden sollen, ist die Stelle des Manuskriptes recht genau 
anzugeben, wo sie hingehören. 

Zitate sind am Rande oder unten auf den Seiten des Manuskriptes 
(nicht in dem Text selbst) und zwar möglichst in der in den „Fortschritten 
der Physik“ üblichen Form mit Angabe des Namens und TEENS; 
der Band-, Seiten- und Jahreszahl aufzuführen. 
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ANNALEN DER PHYSIK. 


VIERTE FOLGE. BAND 69. 


Uber eine Methode zur Trennung der Bogen- 
und Funkenlinien der Emissionsspektra; 


von W. Wien. 


gebürgert, die von ungeladenen Atomen ausgesandten Spektral- 5: » 
linien mit dem Namen Bogenlinien zu benennen, die von ge- — 
ladenen Atomen herrührenden als Funkenlinien zu 
Folgerichtig sind dann Funkenbanden und Bogenbanden zu = 
unterscheiden, obwohl hier die Entstehung im Funken oder Er 
Bogen nicht in gleicher Weise die Unterscheidung ermög- aoe 
licht hat. 

Der erste, der bestimmte Versuche angestellt hat, um = a. 
die Zusammenhänge der leuchtenden Träger der Spektrallinien 
mit dem Ladungszustand aufzudecken, war Lenar d.!) m. En 


beobachtete, daß ein elektrisches Feld den leuchtenden Dampf 
einer Salzflamme nach dem negativen Pol hin ablenkt, so Be. 
er auf positive Bildung der leuchtenden Metallatome schloß. > 
Weiter schließt?) er, daß die Metallatome während 
Vorgänge in der Flamme nicht dauernd geladen sind, son- 


auch bei einer beobachteten Ablenkung zweifelhaft, 
Lichtaussendung von einem geladenen oder von einem unge- 
ladenen Atom ausgeht. Dieselbe Schwierigkeit ist auch bei E 
den von Kanalstrahlen ausgesandten Spektrallinien aufgetreten 
und es sind mannigfache Erörterungen und Meinungsver- — 
schiedenheiten über die Frage, ob die geladenen oder die 
ungeladenen Atome leuchten, in der Literatur der letzten J ahre 
aufgetreten. 
1) P. Lenard, Ann. d. Phys. 9. 8. 642, 1008. Ya Ba. 
2) Ebenda, S. 649. 
Annalen der Physik. IV. Folge, 69. : 
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; iern Umladungen erlahren, wie sie Spater au 1 nal- 
See strahlen festgestellt sind. Unter diesen Umständen ble > 


W. Wien. 


Nachdem ich nun eine Methode gefunden hatte, um leuch- 
tende Kanalstrahlen auch im höchsten Vakuum zu beobachten!), 
wo die Umladungsvorgänge praktisch in Fortfall kommen, war 
es auch möglich, die Unterscheidung zwischen geladenen und 
ungeladenen leuchtenden Atomen vorzunehmen. 

Die Anordnung zeigt Fig. 1. Die aus dem Spalt $ von 
0,2 mm Breite, 3mm Länge und 1 mm Tiefe austretenden 


Kanalstrahlen gehen in das hohe Vakuum iiber, das, wie von 
mir früher beschrieben ist, dauernd aufrecht erhalten wird. 
Die Beseitigung der Dämpfe geschah durch Kühlung mit fester 
Kohlensäure oder mit flüssiger Luft. 

BE In einer Entfernung von !/, mm vom Spalt befindet sich 
ae ein quadratischer Kondensator aus Messing von 2 mm Kanten- 
länge oder bei den ersten Aufnahmen im kreisförmigen Kon- 
densator von 3 mm Durchmesser und 1 mm Plattenabstand. 
Die kurze Länge des Kondensators ist dadurch bedingt, daß 
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die leuchtenden Atome schnell abklingen und dann nicht mehr 
als bewegte Atome leuchten. 
Nimmt man an Stelle des kurzen Kondensators einen 
solchen von 3 cm Länge, so bemerkt man keine Einwirkung 
auf den Strahl, der den Kondensator verläßt, gleichgültig, ob 
man Wasserstoff, Sauerstoff oder Stickstoffkanalstrahlen beob- 
achtet. Läßt man den Kanalstrahl auf einen Willemitschirm 4 ; 
fallen, so bemerkt man ein helles abgelenktes Bündel, ‚welches 
aber kein Leuchten im Gasraum erregen. 2 te 
Wenn jedoch der Kondensator so kurz ist, daß die durch = 
ihn hindurchgegangenen Atome noch nicht ihr Leuchten ver- “= Ye 
loren haben, so wird das Leuchten der Funkenlinien durch ae 
den Kondensator in beobachtbarer Weise abgelenkt, während 
Bogenlinien nicht abgelenkt werden. rs 
Um die Ablenkung für die verschiedenen Spektrallinien 
zu erhalten, wurde der Kanalstrahl, wie früher, durch die 
Linsen und Prismen eines Spektrographen auf die photo- — 
graphische Platte abgebildet. 
Es wurden zwei Apparate verwendet. ee 
Erstens ein Spektrograph der Firma Steinheil & She 
in München mit drei großen Prismen aus schwerem Flint und 
einem Öffnungsverhältnis von 1:2,8 für das Kameraobjektiv. 
Bei dem großen Öffnungsverhältnis der Linse war es sehr 
schwierig, noch vollkommen scharfe Abbildungen des Spalts 
im ganzen Spektralgebiet zu erhalten. Die Firma Stein- 
heil & Söhne hat aber keine Mühe und keine Opfer gescheut, 
um eine befriedigende Abbildung mit der großen Lichtstärke 


D des Apparats zu verbinden. 
Dank ausgesprochen, 
r Da der Kollimator etwas längere Brennweite hat wie ö £ ane 
Kameraobjektiv, so sind Bild und Gegenstand nicht gleich am 
h groß. Durch Abbildung eines Streifens von 5 mm Breite er 
. wurde bestimmt, daß für die He-Linie 5016, die Bildgröße 
° 4,90, für die He-Linie 3889: 4,71 beträgt. 
. Für das Ultraviolett wurde der Quarzspektrograph ver- : 
B wendet, der schon in der früheren Abhandlung beschrieben _ 


ist. Er war etwas günstiger für das Ultraviolett eingestellt. 
Die Aufladung. des ablenkenden Kondensators geschah 
22* 
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betrug 4500 Volt. 


W. Wien. 


mit Hilfe von zwei kleinen Gleichstromdynamos mit einge- 
schalteten Selitwiderständen. Die Spannung wurde unmittelbar 
am Kondensator mit einem Braunschen Elektrometer ge- 
messen. 

Die Entladungsröhre wurde mit einer 60 plattigen Influenz- 
maschine von Leuner betrieben, die einen Strom von 2 bis 
8 MA. je nach der Spannung lieferte. 


l. Wasserstoff. 


Man sieht keine Spur eines Unterschieds zwischen den 
beiden Aufnahmen ohne Spannung oder mit einer Spannung von 
2000 Volt am Kondensator (Taf. IV). Die Entladungsspannung 
Der Druck betrug im Beobachtungsraum 
0,0015 mm Hg. Man bemerkt fast ausschließlich die Linien der 
Balmerserie, am oberen Ende sieht man bei jeder Linie den 
Kondensator durch Sekundärstrahlen abgebildet, die an dem 
Kondensator durch zerstreute Kanalstrahlen erregt werden und 


das Gas zum Leuchten bringen. 


Andere Spannungen von 500 Volt und 250 Volt gaben 


dasselbe negative Ergebnis. 


Die Linien der Balmerserie werden also nur vom unge- 


ladenen Atom ausgesandt. 


Sauerstofflinien. 
0,0002 mm Hg. 

Man sieht sowohl die Wasserstofflinien wie die Linien des 
Sauerstoffs. Die ersteren zeigen auch hier keine Spur einer 
Ablenkung, während ein großer Teil der Sauerstofflinien kräftig 
nach dem negativen Pol des Kondensators abgelenkt wird. 

Von den Sauerstofflinien werden folgende Linien deutlich 
erkennbar abgelenkt: 


Ganz anders als die Wasserstofflinien verhalten sich die 
Druck betrug bei 


373 „ (schwach erkennbar). 


der Aufnahme 


a 
Sauerstoff 
oY, 
Le 
64 
— 59, 
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Nicht abgelenkt werden: 


Die abgelenkten Linien gehören dem Funkenspektrum des 
Sauerstoffs, die nicht abgelenkten dem Serienspektrum an. — 
Es unterliegt also keinem Zweifel, daß die ersteren von ge- — 
ladenen, die zweiten von ungeladenen Atomen ausgesandt ~ 
werden. Ob die Ladung einfach oder mehrfach ist, kann A 
durch diese Ablenkungen nicht entschieden werden, denn diese _— 
sind dieselben, wenn die Geschwindigkeit durch die gleiche be- | 
schleunigende Spannung hervorgerufen war, unabhängig von 
der spezifischen Ladung. Ein Unterschied wäre erst möglich, 
wenn die Atome auf ihrem Wege hinter der Kathode ihre 
Ladung verändert hätten. Verschiedene Größe der Ablenkung 
für einzelne Linien hat sich aber nicht erkennen lassen. ; 

Bei jeder abgelenkten Linie bleibt noch ein Teil unab- 
gelenkt übrig, bei dem aber kein wesentliches Abklingen mehr 
eintritt. Es handelt sich offenbar um das Leuchten, das von 
den neutralen Atomen im ruhenden Gas erregt wird. 

Bei den Sauerstoff- und Stickstoffaufnahmen treten ebenso 
wie früher!) Metallinien auf, die hier durch die auf den Kon- 
densator auftreffenden zerstreuten Kanalstrahlen hervorgerufen 
werden. Wir haben oben gesehen, daß Wasserstoffkanal- 
strahlen an dem Kondensator Sekundärelektronen auslösen, 
durch welche der Wasserstoffrest zum Leuchten gebrachtwrd. 

Bei Sauerstoff und Stickstoff lösen die auftreffenden ae a 
Kanalstrahlen Metalldämpfe aus dem Messing des Konden- : 
sators und bringen dann diese zum Leuchten. Es treten hier 
die Cu-Linien 327,4 und 324,7 wp auf, außerdem am Konden- >> 
sator dieselben Linien und noch dazu die Linien des Zinks 
334,5 un, 330 un. 

Außerdem tritt noch die Cu-Linie 336,5 auf, aber nur in 
einer Vergleichsaufnahme ohne ablenkende Spannung. Diese iP 
Linie wird daher als eine Funkenlinie angesehen werden müssen. i 

Die durch die Metalldämpfe des Kondensators ent- 8 
stehenden Linien befinden sich nicht genau am Ort des Spalts, w 

wes 


1) W. Wien, Ann. d. Phys. 60. 8.617. 919. 
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sondern sind etwas gegen diesen verschoben, so daß eine ge- 
wisse Unsicherheit in der Bestimmung der Wellenlänge ein- 
tritt. Während die Linie 336,5 durch das elektrische Feld 
beseitigt wird, treten im Felde neue Linien auf, die nicht auf 
die unmittelbare Nachbarschaft von Spalt und Kondensator 
beschränkt sind, wie die bisher betrachteten Metallinien. Es 
sind das Linien, die offenbar durch bewegte Atome ausgesandt 
werden, und ebenso abklingen wie die anderen von Kanal- 
strahlen ausgesandten Linien. Sie haben die Wellenlängen 
353 un, 359 un, Über ihre Zugehörigkeit läßt sich nichts 
bestimmtes aussagen. 


tbe 3. Stickstoff. 


Beim Stickstoff liegen die Verhältnisse verwickelter: Hier 
ist noch keine eigentliche Trennung in Serienlinien und 
Funkenlinien vorgenommen. Eine Gruppierung der Linien ist 
von Stark und Künzer!) versucht. Außerdem kommen noch 
die lichtstarken negativen und positiven Bandenspektren vor. 
Der Druck bei den Stickstoffaufnahmen betrug im Beob- 
achtungsraum 0,0002 mm H,. 


Es zeigen sich folgende Linien: EEE 
ies abgelenkt nicht abgelenkt with 
500,5 418 pu 
460 „ 410,5 „ 
1.00 
403 
899 „ 


Stark rechnet 500,5, 463, 460, 399 zu den scharfen 
Funkenlinien; 453, 443, 419, 403 zu den unscharfen Funken- 


linien; 411, 410 zu den Bogenlinien. 
Stickstoffbanden. 45 


Neben den Stickstofflinien treten auf den Aufnahmen auch 
die Stickstoffbanden hervor, deren Abklingung auch schon ge- 


1) J. Stark u. Künzer, Ann. d. Phys. 45. 8. 68. 1914. ci 
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ergleicht man die Aufnahmen mit und ohne ablenkende 
Spannung miteinander, so sieht man, daß die Banden 470, as 
427, 423 und 891 abgelenkt werden. Gegenüber der Ablen- _ 
kung der Linien ist ein wesentlicher und auffallender Unter- — 
schied erkennbar, nämlich der, daß die nicht abgelenkte Fort- 
setzung viel schwächer ist, so daß die Banden nur im obersten En: 
Teil erkennbar, während sie in dem weiteren 4 
Abgelenkt werden folgende Banden: 


die als negative Banden bekannt sind. Sie werden nach diesen oe 2 "m 
Beobachtungen von positiv geladenen Molekülen ausgesandt. 
Auf den Aufnahmen mit dem Quarzspektrographen er- wi 


= 


scheinen eine große Anzahl von Banden, die zur zweiten = a a 
positiven Gruppe zu rechnen sind. Sie bleiben alle durch a 
das elektrische Feld unbeeinfluBt. Auch auf den Aufnahmen ay 
mit dem Glasspektrographen sind solche zu bemerken, so daß 2 = 


folgende nicht ablenkbare positive Banden zu beobachten sind. 13 ie 


467 um = 
” 


: „ (stärker) 
358,6 ,, (stärker) 


Waste wed: 


Messung der Abklingung der Stickstoflinien?) 
waren 384 uu, 338 als Stickstofflinien, 358 und 356 als nega- 
tive Stickstoffbanden angesehen. Die letzteren fielen mit den =~ 
Werten der Abklingungskonstanten aus der Reihe der nega- 

tiven Banden heraus. Es scheint mir jetzt sehr wahrschein- — 


1) W. Wien, Ann. d. Phys. 66. 8. 229. 1921. 
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lich, daß alle zu den positiven Banden gehören, die, wenn nur 
der Bandenkopf genügend intensiv ist, bei der benutzten Me- 
thode sich unter Umständen von Linien nicht unterscheiden 
lassen. Nach den Messungen der Abklingungskonstanten haben 
die positiven Banden eine größere Abklingungskonstante, ob- 
wohl sich etwas Sicheres noch nicht sagen läßt, da die 
Dopplerverschiebung bei ihnen noch nicht gemessen ist. 

Gegen die Folgerung, daß die positiven Banden dem un- 
geladenen Molekül angehören, könnte eingewendet werden, daß 
die beobachteten Banden vom ruhenden Gas herrühren und 
daß die gemessene Abklingung von Linien herrührt, die sich 
an gleicher Stelle befinden wie die beobachteten Banden. Der 
gleiche Einwand könnte auch gegen den Schluß erhoben 
werden, daß die negativen Banden abgelenkt werden. Daß die 
negativen Stickstoffbanden von geladenen Molekülen herrühren 
hat schon Hr. H. Rau vermutet. 

Es muß tatsächlich zugegeben werden, daß bei dem 
großen Linienreichtum des Stickstofispektrums fast überall 
neben den Banden auch Linien vorhanden sind. Die nega- 
tiven Banden verhalten sich indessen, wie schon bemerkt, bei 
der Ablenkung anders wie die Linien, indem kaum bemerkbares 
Leuchten nach der Ablenkung im Kanalstrahl übrig bleibt, 
während dieses bei den Linien noch sehr merklich ist. Was 
die positiven Banden anlangt, so sind bei einzelnen von ihnen 
nur so schwache Linien des Stickstoffs beobachtet, daß diese 
kaum die Intensität der Banden beeinflussen können. 


Quecksilber. 
Schließlich sind noch Versuche mit Quecksilber gemacht. 
Der Quecksilberdampf wurde der Entladungsröhre in der 
Weise zugeführt, daß an dem Rohr, das den Gaszufluß er- 
mittelt, seitlich ein kleines, mit Quecksilber gefülltes Ansatz- 
rohr angesetzt wurde. Um dieses Ansatzrohr wurde ein 
Kupferdraht gelegt und mit der Erde verbunden, so daß ein 
Teil der Entladung zu dem Quecksilber seinen Weg ‘nahm. 
Hierdurch verdampfte dauernd etwas Quecksilber, daß sich 
dem zuströmenden Wasserstoff beimischte. Neben den Wasser- 
stofflinien treten dann im Kanalstrahl deutlich die Queck- 
silberlinien auf, von denen keine abgelenkt wir. Da nun 


f 
7 
® 
4 
. 
= 
ray 
4 
E 
| 
-. 
5 
- 
Pee 
fart 


Uber eine Methode zur Trennung wae 


der Beobachtungsraum mit einer Réhre verbunden war, die 
dauernd durch flüssige Luft gekühlt wurde, so war der Dampf- 
druck des Quecksilbers im Beobachtungsraum verschwindend 
klein. 

An den Quecksilberlinien sieht man deutlich ein stärkeres 
Abklingen der Intensität als bei den Wasserstofflinien. Da 
indessen die Geschwindigkeit der Quecksilberatome viel kleiner 
ist, so kann sehr wohl die zeitliche Abklingungskonstante auch 
beim Quecksilber wieder genau so groß herauskommen wie 
beim Wasserstoff. 

Für Messungen der Abklingung war die Versuchsanord- 
nung nicht geeignet, weil, wie schon erwähnt, am Kondensator 
durch Erregung von Sekundärelektronen ein gewisses, wenn 
auch geringes Leuchten hervorgerufen wurde. Die Abklin- 
gungskonstante der Quecksilberlinien soll daher noch besonders 
gemessen werden. 

Von Quecksilberlinien mit starker . wurden de 
folgenden beobachtet: 


II NIIE 1 404,7 


398,4 ,, 

IN 38 $91 ,, 

mM, 
839, 


 IENI2 = 884 
I NIII 1 297 „ 
285 „ 
II NII 1 435,8 fällt zu nahe an H,, um noch getrennt 23 
zu werden. Es zeigt sich aber auch hier keine Ablenkung. 
Die bisher in Serien geordneten Linien sind bezeichnet. 
Die erste römische Zahl bedeutet die Nummer der Serie; N ist 
Nebenserie, die zweite römische Zahl bezeichnet die erste, 
zweite und dritte Linie des Triplets, die arabische Ziffer die 
Gliednummer. Die Linien ohne zweite römische Zahl sind 
die der einfachen Gerken. 
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Von den Quecksilberkanalstrahlen werden auch wie von 
ie Sauerstoff und Stickstoff die starken Kupfer- und Zinklinien 
ae in der Nähe des Kondensators erregt. Außerdem ist die Alu- 

> miniumlinie 394 sichtbar. 
Be, Bei der Ausführung dieser Arbeit bin ich durch Hrn. Ober- 
Mi werkführer Knöllinger, der die schwierigen glastechnischen 
Arbeiten ausführte und die langen Belichtungen überwachte, 
Br: in besonders dankenswerter Weise unterstützt worden. 


= München, März 1922. 
(Eingegangen 12. April 
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2. Zur Theorie der Strewung von ß-Strahlen; 
von Gregor Wentzel. 


Übersicht a über die bisherige Theorie und ihre Mängel. 

Die Bedeutung der Streuungserscheinungen bei a- und 
B- ‚Strahlen für die Geschichte der Atomphysik ist bekannt. 
Durch ihr Studium wurde Rutherford im Gegensatz zu 
J. J. Thomson zu der Vorstellung geführt, daß die positive 
Ladung des Atoms in einem nahezu punktförmigen Kern kon- 
zentriert sei, und auf diese Vorstellung gründete Bohr seine 
geniale Theorie des Atombaus und der Spektren. Die in den 
letzten Jahren durchgeführten verfeinerten Messungen der 
a-Strahlstreuung lieferten immer neue Stützen für das Ruther- 


ford-Bohrsche Modell; so konnte Chadwick’) die Gleichheit 
von Kernladungszahl und Ordnungsnummer im periodischen __ 


System nachweisen. 


Dagegen haben die bisherigen Messungen der A-Streuung 2 


nur sehr mangelhafte Übereinstimmung mit der Rutherford- 
schen Theorie ergeben. Die älteren Versuche von J. A. Crow- 
ther?) schienen sogar zugunsten der Thomsonschen Theorie 
zu sprechen. Vor kurzem noch haben Crowther und Schon- 
land®) neue sorgfältige Messungen der Streuung von #-Strahlen 
veröffentlicht, die ebenfalls der Theorie Rutherfords zu 
widersprechen scheinen. Der Streuungseffekt zeigt hiernach 


zwar qualitativ die erwartete Intensitätsverteilung, speziell auch, _ 
was die Abhängigkeit von der Strahlgeschwindigkeit und der 


Dicke der streuenden Schicht anlangt, ist aber numerisch 


namhaft größer als die Theorie angibt. Crowther und Schon- 


land glauben hierdurch zu der Annahme genötigt zu sein, = 


1) J. Chadwick, Phil, Mag. 40. $. 734. 1920. sie 


2) J. A. Crowther, Proc. Roy. Soc. 84. S. 226. 1911. 
3) Ebenda 100. S. 526. 1922. 
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das Coulombsche Gesetz in äußerster Nähe der Atomkerne 
seine Gültigkeit verliere, oder daß die Elektronen dank mag- 
netischen Eigenmomenten auch magnetischen Einflüssen unter- 
stünden. Wir bestreiten die Zuverlässigkeit solcher Hypothesen. 
Damit erwächst aber der Theorie die Aufgabe, den Crowther- 
schen Messungsergebnissen auf Grund des Rutherford-Bohr- 
schen Modelles quantitativ gerecht zu werden. Dieser Aufgabe 
ist vorliegende Arbeit gewidmet. 

Die bisher an der Theorie vorgenommenen Korrekturen 
beziehen sich in der Hauptsache auf diejenigen Sekundärein- 
flüsse, welche die Absorption und den Geschwindigkeitsverlust 
der Strahlen bedingen. So berücksichtigen Rutherford!'), 
C. 6. Darwin?) und N. Bohr’) die Übertragung von Impuls 
auf die Atomkerne und Atomelektronen; Darwin‘) setzt außer- 
dem die Massenveränderlichkeit und die Verluste durch Strah- 
lung in Rechnung. Doch reichen derartige Korrekturen nicht 
aus, die theoretischen Kurven den experimentell ermittelten 
wesentlich zu nähern. 

Ungenügend scheint bisher der Einfluß der Atomelektronen 
berücksichtigt worden zu sein. Allerdings haben diese einzeln 
dank ihrer gegenüber den Atomkernen kleinen Ladung nur 
geringe ablenkende Wirkung (vgl. 3. Abschnitt, $ 2); aber in 
ihrer Gesamtheit machen sie sich noch in anderer Weise geltend; 
sie schirmen nämlich die positive Kernladung nach außen ab. 
Rutherford hat diesen Effekt für &-Strahlen zu schätzen ver- 
sucht unter der Annahme, daß die negative Elektrizität gleich- 
mäßig eine Kugel von etwa 10° cm Radius ausfille. Dabei 
zeigt sich, daß die «-Partikeln, um eine merkliche Ablenkung zu 
erleiden, dem Kern so nahe kommen müssen, daß die Ab- 
schirmung durch die negative Elektrizität belanglos wird. 
Dieser Schluß überträgt sich aber, wie Rutherford an anderer 
Stelle®) selbst bemerkt, durchaus nicht auf §-Strahlen, da diese 
wegen ihrer kleineren kinetischen Energie schon in größeren 


1) E. Rutherford, Phil. Mag. 21. S. 669, 1911. 

2) C.G. Darwin, Phil. Mag. 23. S. 901. 1912 und 27. S. 499. 1914. 

8) N. Bohr, Phil. Mag. 26. S. 10. 1913. 

4) C. G. Darwin, 25. S. 201. 1913; vgl. auch bei Crowther 
und Schonland a. a. O. S. 540. 7 an 

5) E. Rutherford, 27.8.488.1914 
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Kernabständen merklich abgelenkt werden. Heute gestattet 
uns unsere Kenntnis von der Anordnung der Elektronenbahnen 
im Atom eine leidlich angemessene Behandlung dieses Pro- 
blems; wir werden uns im 3. Abschnitt eingehend mit demselben 
zu befassen haben. 

Die Schirmwirkung der Elektronen kann aber nur eine 
Verringerung der Streuung zur Folge haben; ihre Berücksichti- 
gung wird also, da ja die primitive Theorie an und für sich 
schon zu kleine Werte für die Streuung liefert, die Diskrepanz 
zwischen Theorie und Experiment nur noch vergrößern. In 
der Tat liegt die tiefere Ursache derselben an anderer Stelle. 

Wir gehen hier auf die Fragestellung zurück, die gerade 
bei den anfänglichen Untersuchungen über die Streuung der 
«- und -Strahlen im Mittelpunkt des Interesses stand: ist die 
Streuung eine einfache oder mehrfache? Damit kommen wir zum 
eigentlichen Gegenstand dieser Arbeit. J. J. Thomson, dessen 
Atommodell bekanntlich an Stelle des Rutherfordschen Atom- 
kernes eine über das ganze Atom verteilte positive Ladung 
enthielt, welche den hindurchgehenden Partikeln nur sehr ge- 
ringe Richtungsänderungen erteilen konnte, nahm an, daß die 
einzelnen «- oder f-Partikeln bei der Durchquerung der streu- 
enden Schicht nacheinander sehr viele solcher kleiner Ablen- 
kungen erführen („compound scattering“). Ein solcher Mehr- 
fachstreuungseffekt ist aber, wie Rutherford auf Grund seines 
Atommodells zeigen konnte, immer schwächer als der Effekt 
der Einfachstreuung (‚single scattering“); d. h. anschaulich ge- 
sprochen: die endliche Gesamtablenkung einer Partikel kommt 
leichter in einem großen Schritt als in sehr vielen kleinen Schritten 
zustande. Wir betonen aber, daß die Rutherfordsche Über- 
legung sich nicht auf Kombinationen von wenigen mittelgroßen 
Schritten erstreckt. In der Tat werden wir im folgenden 
nachweisen, daß man zwar die in den Versuchen von Chad- 
wick vorliegende Streuung als Einfachstreuung auffassen kann, 
keineswegs aber die bei Crowther vorliegende. Hiernach ver- 
steht man, warum letzterer eine größere Streuung fand, als 
Rutherfords Einfachstreuungstheorie erwarten ließ. 

Wir müssen hier einem Mißverständnis vorbeugen. Crow- 
ther schließt aus der qualitativ guten Übereinstimmung seiner 
Kurven mit der Rutherfordschen Theorie, daß die Streuung 
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„single“, nicht „compound« sei. Gemäß der von Rutherford 
eingeführten und seitdem in der englischen Literatur gebräuch- 
lichen Terminologie bedeutet dies aber nur, daß die empirischen 
Tatsachen zugunsten großer (zu ungunsten kleiner) Elementar- 
ablenkungen sprechen, d. h. zugunsten des Rutherfordschen 
(zu ungunsten des Thomsonschen) Atommodells. Diesem Schluß 
stimmen wir selbstverständlich ohne Einschränkung bei. Zwischen 
Rutherfords Atommodell und seiner Streuungstheorie ist aber 
wohl zu unterscheiden; ersteres machen wir zur Grundlage un- 
serer Untersuchungen, die gerade eine Korrektur der letzteren 
zum Ziel haben, weil diese in ihrer ursprünglichen Form den 
Tatsachen nicht gerecht wurde. 

Wir werden im ‘folgenden allgemeine Formeln für die 
Berechnung der Mehrfachstreuung aufstellen, insbesondere für 
den Fall, daß die Anzahl der Schritte, in denen die Ablen- 
kungen im -Mittel erfolgen, zwar nicht kleiner als 1, aber doch 
auch nicht sehr groß gegen 1 ist. Die Auswertung dieser 
Formeln für den Fall der Streuung in einer Goldfolie wird 
eine sehr befriedigende Übereinstimmung mit den Crowther- 
schen Messungen ergeben. 

Im Falle ausgesprochener Mehrfachstreuung (große Schritt- 
zahl) sind unsere Ansätze zur numerischen Auswertung unge- 
eignet. Hier tritt die Thomsonsche Theorie in Kraft, soweit 
die in ihr steckenden vereinfachenden Voraussetzungen zu- 
treffen. Für den Fall sehr diffuser Streuung, wie er bei den 
Kathodenstrahlen auftritt, sind bisher keine brauchbaren An- 
sätze vorhanden. Auf diesen in mancher Hinsicht sehr inter- 
essanten Gegenstand hofft der Verfasser später zurückkommen 
zu können. 


I. Abschnitt. 
Begriffliche Scheidung zwischen Einfach- und Mehrfachstreuung. 
§1. Vorbereitendes. 

Wir betrachten eine Partikel auf ihrem Wege durch die 
streuende Schicht. Die Bahn wird über weite Strecken fast 
geradlinig verlaufen, in einzelnen Punkten aber mehr oder weniger 
scharfe Knickpankte aufweisen. Die kleinen Ablenkungswinkel 
werden vor den großen stark bevorzugt sein, und nicht selten 
werden auch Fälle eintreten, wo man im Zweifel sein wird, ob 
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überhaupt von einer Ablenkung gesprochen werden kann oder 
nicht. Wir müssen also zunächst definieren, was wir unter 
einer Ablenkung verstehen wollen. 

Prinzipiell steht die Partikel, solange sie sich in einem 
festen Medium (Kristall) befindet, in jedem Augenblick unter 
dem Einfluß elektrischer Felder, der Kristallfelder nämlich. 
Die durch diese verursachten schwachen Richtungsänderungen 
müssen natürlich außer Betracht bleiben. Da die Kristallfelder 
aber kontinuierlich in die inneratomaren Felder übergehen, 
ist die Begrenzung dessen, was wir als Atominneres und als 
Ablenkung in diesem ansprechen wollen, einigermaßen willkür- 
lich. Beispielsweise kann man eine Kugel von beliebigem Ra- 
dium & um das Atom beschrieben denken, diese als begren- 
zende Atomoberfläche ansehen und alle außerhalb der Kugel 
vorübergehenden Partikeln als nicht abgelenkt betrachten; die 
Ablenkung einer Partikel, die gerade noch streifend in die 
Kugel eindringt, stellt dann die Minimalablenkung » dar, die 
noch berücksichtigt wird. Oder man gibt umgekehrt einen 
Fehlerwinkel » vor und läßt alle Ablenkungen < ® außer Be- 
tracht; um als abgelenkt angesprochen zu werden, müssen sich 
dann die Partikeln dem Atomkern bis zu einem gewissen Grade 
nähern, und dadurch ist wiederum ein Atomradius definiert. 
Je nach Art des Problems wird man also eine der beiden 
Größen A, w wählen können; die andere ist dann jeweils be- 
stimmt. Je größer R, desto kleiner », und umgekehrt. Über 
den quantitativen Charakter der Abhängigkeit werden wir später 
(3. Abschnitt) zu sprechen haben. 

Die Zahl der Ablenkungen, die eine Partikel bei Durch- 
querung einer bestimmten Schicht erleidet, d. h. nach obiger 
Definition die Anzahl der Fälle, in denen sie einem Atomkern 
bis zu einem Abstand < # nahe kommt, hängt natürlich we- 
sentlich von R und damit auch von w ab. Ohne nähere An- 
gabe hierüber hat es also gar keinen Sinn, von Einfach- und 
Mehrfachstreuung zu reden. Hat manz.B. bei einer bestimmten 
Wahl von # und » Einfachstreuung, so braucht man nur die 
Atomradien R genügend zu vergrößern, um denselben Vorgang 
als Mehrfachstreuung ansprechen zu können. Wir werden aber 
gleich sehen, daß sich dies nicht immer umkehren läßt. 

Der Fehlerwinkel w ist nämlich doch nicht ganz willkür- 
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lich, sondern nach oben begrenzt. Soll beispielsweise die Zahl 
der Partikeln bestimmt werden, die eine Gesamtablenkung > » 
erhalten, so muß unter allen Umständen w < » gewählt werden, 
Andernfalls würde man nämlich mit der Möglichkeit rechnen müs- 
sen, daß die Mehrzahl der Gesamtablenkungen > durch Kom- 
bination mehrerer Einzelablenkungen < » zustande kommt; 
durch die Vernachlässigung der letzteren würde das Resultat 
vollständig gefälscht werden. Wie klein man auch © wählt, 
man wird sich immer im einzelnen überzeugen müssen, daß eine 
solche Fehlerquelle nicht vorhanden ist, mit anderen Worten, 
daß eine Vergrößerung von AR das erhaltene Resultat nicht 
merklich ändert (vgl. § 2). 

Ist aber w nach oben, so ist # nach unten begrenzt. 
Die Ausdehnung der Atome kann also über einen gewissen Grad 
hinaus nicht verkleinert werden, und damit ist auch der 
wahrscheinlichsten Ablenkungszahl eine untere Grenze gesetzt, 
Auf diese untere Grenze müssen wir unser Augenmerk richten. 
Nur wenn sie unter 1 bleibt, ist es möglich, die wahrschein- 
lichste Ablenkungszahl durch geeignete Wahl von R und @ 
< 1 zu machen, so daß von Einfachstreuung gesprochen werden 
kann. 


§ 2. Hinreichendes Kriterium für Einfachstreuung. 

Ist d die Dicke der streuenden Schicht und n die Anzahl 
der in ihr pro cm? enthaltenen Atome, so ist die Zahl der- 
jenigen Atome, welche von einer «- oder ß-Partikel bei 
Durchquerung der Schicht im Mittel durchsetzt werden, be- 
kanntlich gleich m R?nd. Wir werden diese Aussage später 
(2. Abschnitt, $ 6, Gl. (27)] dahin verschärfen, daß die wahr- 
scheinlichste Zahl durchsetzter Atome, wenn nicht sehr groß 
gegen 1, gleich derjenigen ganzen Zahl ist, die zwischen 2 R? nd 
und 2 R?nd— 1 liegt. Die einfach abgelenkten Partikeln lie- 
fern also einen überwiegenden Beitrag zur gestreuten Intensität, 
solange: 
nR?nd < 2, 

Der größte Atomradius A, der dieser RN noch ge 
niigt, ist: 
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Die Ablenkung, die eine im Abstande #,,,; am Kern vor- 
beigehende Partikel erleidet, ist die kleinste, die noch berück- 
sichtigt werden darf, damit von Einfachstreuung die Rede sein 
kann; sie möge @nin heißen. Es muß verlangt werden, daß 
die Ablenkungen < win so selten vorkommen, daß der Fehler, 
der bei ihrer Vernachlässigung begangen wird, unmerklich ist. 

Wir betrachten den Fall, daß eine Partikel in einem Ab- 
stande > Amax aber < Rugs + AR am Atomkern vorübergeht, 
wo AR< Rusx 3); die von ihr erlittene Ablenkung ist nur 
wenig kleiner als w,;,. Die mittlere Häufigkeit, mit der dieser 
Fall bei einer die Schicht durchquerenden Partikel eintritt, 
ist, wie man sich leicht überlegt, gleich: 

[7 (Rmax + AR? — 27 -AR.nd= 


max 


Die wahrscheinlichste Gesamtablenkung, die eine Partikel 
infolge dieser (nach verschiedenen Richtungen erfolgenden) Einzel- 
ablenkungen (von den übrigen größeren Ablenkungen abgesehen) 
erleidet, ist kleiner als 4 on - A R/Rmax. Solange diese obere 
Grenze für die wahrscheinlichste Gesamtablenkung kleiner bleibt 
als der gemessene Streuwinkel , also: 


4 Win * 


sind Einselablenkungen < nicht einen 
merklichen Beitrag zur gemessenen Gesamtstreuung zu liefern, _ 
und ist also ein beträchtlicher Fehler durch Vergrößerung von 
Rum AR nicht zu befürchten. Obige Bedingung ist aber immer 


erfüllbar, auch durch nicht zu kleines 4 A, solange: Tu 
2 . 
(2) 4 min KP - 


Diese Ungleichung stellt somit ein hinreichendes Kriterium 
für das Vorhandensein einfacher Streuung dar. Allgemein kann 
man sagen, daß das Verhältnis 9/4 win , das gemäß Defini- 
tion von @, i, für jede Versuchsanordnung einen bestimmten 
Wert hat, fiir den Einfach- oder Mehrfachcharakter der Streu- 
ung entscheidend ist. 


1) z>y soll hier nicht bedeuten: z ist sehr u gegen y, er ec 
nur: x ist ein Mehrfaches von y. ; Re 
Annalen der Physik. : IV. Folge. 69, 
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88. Anwendung auf die Versuche von Chadwick hi 
hes und Crowther. 


Die Messungen Chadwicks wurden ausgeführt mit Folien 
von Pt, Ag und Cu. Die Anzahlen streuender Atome pro cm? 
waren bei den verschiedenen Elementen: 


nd = 1,520-101°; 2,50:10%; 4,64-.10°, 


Als obere Grenze für die zu wählenden Atomradien ergibt sich 
daraus nach (1) bzw.: 


Rmax = 2,05-10-!; 1,60-107°; 1,17.1071, 


Diese Radien sind, wie man nach der Bohrschen Theorie 
leicht abschätzt, von der Größenordnung der K- und Z-Schalen- 
radien der betreffenden Atome. Dies scheint zunächst absurd, 
doch kommt es, wie aus den Überlegungen von § 1 folgt, auf 
eine Übereinstimmung von R mit den wirklichen Atomradien 
zunächst nicht an. Wesentlich ist die Größe der Ablenkung 
Omin, die eine im Abstand #,,, vom Atomkern passierende 
Partikel erfährt. Diese läßt sich auf Grund des Rutherford- 
schen Modells mit Hilfe bekannter Formeln [vgl. (29)] berechnen. 
Unter Benutzung der von Chadwick angegebenen Werte für 
die Strahlgeschwindigkeit kommt man bei den verschiedenen 
Elementen bzw. auf: 


= 50’: 40’; 35’. 


Chadwick ließ aber nur solche «-Partikeln zur Zählung ge- 
langen, die in der Folie eine Gesamtablenkung » von minde- 
stens 21,8° erlitten hatten. Selbst im ungiinstigsten Falle, bei 
Pt, ist also das Verhältnis 9/4 on immer noch etwa gleich 7, 
so daß man die Bedingung (2) als erfüllt ansehen und von Ein- 
fachstreuung sprechen kann. Zieht man außerdem den Um- 
stand in Erwägung, daß die «-Partikeln, wie aus der Kleinheit 
der Radien Ry, zu schließen, schon mindestens bis in den 
Bereich der K-Schale eines Atoms eindringen müssen, um nur 
eine Ablenkung von 1—2° zu erleiden, und daß in diesen in- 
nersten Atombereichen nur geringe oder gar keine Abschirmung 
der Kernladung durch zwischengelagerte Elektronenschalen vor- 
handen ist, so versteht man, wie Chadwick zu so vollkom- 
gelangen konnte. 
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Aus den neuen Crowtherschen Messungen greifen wir die = 
an einem leichten und an einem schweren Metall, an Aluminium st 
und Gold, heraus, und aus diesen wiederum diejenigen anden __ 
dünnsten Schichten, welche für die Einfachstreuung am giin- _— 
stigten sind. Die kleinsten verwendeten Schichtdicken waren _ 
bei Al 8,45-10 5 cm, bei Au 8,48-10 cm. Für diese ergibt 
sich nach (1): 


Rusx = 3,53.1071%; 1,18-107% 
Ruax bleibt bei Al noch kleiner als der Radius der K-Schale, _ 
fällt aber bei Au, wo die Atomschalen im Gegensatz zu Al 
sehr dicht übereinander gelagert sind, schätzungsweise bereits 
zwischen M- uud N-Schalenradius. Setzt man dementsprechend 
bei Al die unabgeschirmte Kernladung 13 und bei Au eine 
durch 2 K-, 8 Z- und 18 M-Elektronen!) abgeschirmte Kern- __ 
ladung 79 — 28 = 51 in Rechnung, so kommt man aufkleinst- __ 
zulässige Fehlerwinkel von ungefähr 40’ bei Al und 50’ 
bei Au. Die Winkel wnin sind also hier von der — : 
Größenordnung wie im Falle der Versuche Chadwicks. 
Dafür arbeitet Crowther aber mit namhaft kleineren u 
winkeln g. In den verschiedenen Serien seiner Versuche 
er denjenigen Bruchteil der Primärintensität, der insgesamt um 
weniger als m = 8,3° bzw. 6,3° und 4,6° gestreut wird. u 
Verhältnis 9/4 @min schwankt hier je nach dem Element und 
dem verwendeten Streuwinkel zwischen 3,1 und 1,7, ist also 
wesentlich ungünstiger als bei Chadwick, und das wohlbe- 
merkt schon bei den kleinsten verwendeten Foliendicken! 
Wird aber die Dicke d gesteigert, so nimmt 7.x nach (1) mit 
d-‘s ab und daher mj, angenähert mit zu. Bei den 
mittleren von Crowther verwendeten Schichtdicken (Halbwert- Er Es 
dicken, vgl. 4. Abschnitt) geht g/4 min infolgedessen auf 1,2 — 
bis 0,8 herunter. Wenn die Nichterfüllung der Bedingung (2) — 
auch nicht notwendig auf das Vorhandensein mehrfacher Streu- ee 
ung schließen läßt, so ist der Unterschied gegenüber den 
Chadwickschen Versuchen doch in die Augen fallend, und es oa Dr 
leuchtet hiernach ein, warum Rutherfords Einfachstreuungs- _ Br 
theorie außer Stande war, den Versuchsergebnissen Crowthers =, 
gerecht zu werden. 
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Bei seinen älteren Versuchen hatte Crowther zwar mit 
größeren Streuwinkeln, dafür aber mit erheblich größeren 
 Schichtdicken gearbeitet. Insgesamt waren hier die Versuchs- 
bedingungen für das Zustandekommen einer einfachen Streuung 
noch ungünstiger als bei den neuen Messungen. Daraus erklärt 
sich die merkwürdig gute Übereinstimmung, die Crowther 
seinerzeit mit der Thomsonschen Mehrfachstreuungstheorie 
erhielt. 
Obwohl die mittlere Ablenkungszahl an sich von der Strahl- 
energie unabhängig ist, kann doch eine Einfachstreuung bei 
_ @-Strahlen unter sonst gleichen Versuchsbedingungen leichter zu- 
stande kommen als bei £-Strahlen. Werden nämlich die Radien 
Rmax gemäß (1) bei beiden Strahlarten gleich gewählt, so würden 
doch die im Kernabstande A„ax vorübergehenden «-Partikeln 
wegen ihrer größeren Trägheit eine kleinere Ablenkung ®„in 
erfahren als die entsprechenden -Partikeln; das Verhältnis 
Plain ist bei «-Strahlen ceteris paribus immer größer als 
bei ß-Strahlen. Außerdem hat man bei «-Strahlen den bekannten 
Vorteil, daß die ankommenden Partikeln auf dem Zinksulfid- 
schirm einzeln abgezählt werden können, so daß man (mittels 
der von Rutherford und Chadwick ausgebildeten Methode) 
imstande ist, große und kleine Intensitäten sehr exakt mit- 
einander zu vergleichen. Es wäre sehr interessant, wenn es 
trotz der größeren experimentellen Schwierigkeiten auch bei 
_ ß-Strahlen gelingen sollte, Einfachstreuung in Übereinstimmung 
mit der Rutherfordschen Theorie zu erhalten. Dies muB 
unserer Auffassung nach durch Vergrößerung der Streuwinkel 
und Verkleinerung der Schichtdicken erreichbar sein. 


2. Abschnitt. 
8 1. Formulierung des mathematischen Problems. 


Allgemeine Theorie der Mehrfachstreuung. 


Nach dem Vorangehenden werden wir, um den Messungen 
Crowthers theoretisch gerecht werden zu können, eine Statistik 
der Mehrfachstreuung durchzuführen haben. Wir stellen uns 
also folgende Aufgabe: 
ir «- oder #-Partikeln von der kinetischen Energie 7 
fallen in einem Bündel vom Querschnitt Q senkrecht auf 
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eine planparallele Schicht streuender Materie, beispiels- 
weise eine Metallfolie, von der Dicke d. Wie groß ist 
die Wahrscheinlichkeit J(y)dy, daß der Austritt einer 


gy + von der Primärstrahlrichtung aus erfolgt? 


spezielle Annahme iiber die Natur des ablenkenden Kernfeldes. 


Wir behandeln diese Aufgabe in diesem Abschnitt ohne 


Partikel aus der Schicht in dem Winkelbereich p bis a ne 


Im 3. Abschnitt werden wir für dieses auf Grund des Rutherford- foes 


Bohrschen Modells einen bestimmten Ansatz machen und 
nachweisen, daB man auf diese Weise zu einem befriedigenden 
AnschluB an die Crowtherschen Zahlenangaben kommt. 


Die einzige für die zunächst folgenden Überlegungen 
geltende Voraussetzung besteht darin, daß man die Verteilung 
der streuenden Atome als ungeordnet ansehen dürfe. Bei 
Gasen ist diese Annahme sicher gerechtfertigt, wahrscheinlich 
aber auch bei Metallfolien; in diesen haben nämlich die Kristallite 
vermutlich so geringe Ausdehnung, daß auch in den dünnsten 


herstellbaren Schichten immer noch viele hintereinander zu 


AT 
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3 82. Die Wahrscheinlichkeit der Elementarablenkung. 


unser Problem Zylindersymmetrie besitzt, genügt es, 
die jeweilige Richtung einer Partikel durch den Winkel zu 
kennzeichnen, den sie mit der Primärstrahlrichtung bildet. Wir — 


nehmen die Richtungsverteilung, welche die Strahlen nach 
Durchquerung der unendlich dünnen Schicht ö infolge einfacher 
Streuung einnehmen würden, als beliebig gegeben an und setzen 
sie gleich ö.- F(o, g). Genauer gesagt soll d-dg- F(o, p) 
die Wahrscheinlichkeit bedeuten, daß eine senkrecht in die 
Folie ö eintretende Partikel in derselben eine (und auch nur 
eine) Ablenkung erleidet und infolge dieser im Winkelbereich g 


bis g + d@ austrittt. Ö- f dyF(o,y) ist demnach die An- 
0 
zahl der abgelenkten, 1 —d- f dg F(o, p) die Anzahl der nicht 


abgelenkten Partikeln. 


Die gegebene streuende Folie von der endlichen Dicke d 
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denken wir uns nunmehr in unendlich dünne Schichten de 
aufgelöst. Es soll dann die Wahrscheinlichkeit 


dz-dwy-F(g, w) 
ermittelt werden, daB eine Partikel, die schon eine Ablenkung 
um den Winkel » erfahren hat und nun mit dieser Richtung » 
in die Schicht dz eintritt, in derselben abermals abgelenkt und 
dabei in den Richtungsbereich y bis 
dp geworfen wird. 

Ineinem Polarkoordinatensystem, 
dessen Aquatorebene der Schicht pa- 
rallel ist (Fig. 1), geben wir der Ein- 
trittsrichtung die Koordinaten (g, 0), 
der Austrittsrichtung die Koordinaten 
(w, 4). Die Wahrscheinlichkeit, daß 
die Partikel in den infinitesimalen 


Richtungskegel dd -dw-sin w ab- 
gelenkt wird, ist: 


wo bestimmt ist durch: 
Integration über A ergibt: | an 


22 
, sin y FO, 9) 
(4) dz-dw- Fy, y)=dz-dy+ faa 
0 


Aus (8) erhält man: Wize 

sin $d 9 
Vicos (@ — y) — cos 9] cos 9 — cos(p 

Die Quadratwurzel ist positiv oder negativ zu nehmen, je nachdem 

he s+. Aus (4) folgt also: 


"Br: F(o, 9) 
©) gas [cos (p- y)- cos 9] [cos #— cos (p + y)} 
Hier ist die Integration in der komplexen #-Ebene um den 
Verzweigungsschnitt des Integranden herum auszuführen, welcher 
sich längs der reellen Achse von |p — w| bis (p + ) erstreckt. 
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83. Die Wahrscheinlichkeit des unabgelenkten Durchgangs. 


Wie im 1. Abschnitt denken wir uns die Atome der er 


streuenden Schicht in Kugeln von geeignetem Radius AR ein- 
geschlossen. Wir projizieren diese Kugeln auf eine zur Folie 
parallele Ebene #. Da die Atome in der Folie als ungeordnet 
verteilt angenommen wurden, gilt dasselbe auch von ihren 
Projektionen in der Ebene. Der das «- oder #-Strahlenbündel 
begrenzende Zylinder schneidet aus der Ebene Z ein Flächen- 
stück heraus, dessen Flächeninhalt gleich dem Bündelquer- 
schnitt Q ist. 


Damit nun eine Partikel unabgelenkt durch die Schicht — | oa 


hindurchgeht, ist offenbar notwendig und hinreichend, daß der 


Punkt, in dem sie (d.h. ihre Primärrichtung) die Ebene Z a 
durchstößt, innerhalb Aeiner der kreisférmigen Projektinen 


liegt. Die Wahrscheinlichkeit, daß er außerhalb eines bestimmten 
dieser Kreise liegt, ist gleich 1 — 2 R?/Q. Ist die Gesamtzahl 
der Kreisflächen gleich N, so ist die Wahrscheinlichkeit, daß 
er innerhalb keiner derselben liegt, gleich (1 — a R?/Q)®. Die 
Gesamtzahl N der vom Strahlenbündel erreichbaren Atome 


ist aber gleich Q-n-d, wenn n wie oben die Anzahl der Atome € 


pro Volumeinheit bedeutet. Die Wahrscheinlichkeit des unab- 
gelenkten Durchgangs ist also gleich: 


=— Qn log nat(l — 2 R?/Q). 


In praxi ist aber 2 R? immer so klein gegen Q, daß man in 


der Potenzentwicklung des Logarithmus bereits nach dem ersten 
Glied abbrechen kann, so daß man statt (7) erhält: 


(8) u=n-nR:. 


Der Streuungskoeffizient u ist also von Q unabhängig, wie ja ” 


physikalisch plausibel ist. 


Die betrachtete Durchgangswahrscheinlichkeit e—“¢ ist 


natürlich nichts anderes als die von den projizierten Kreisen 
pro cm? freigelassene Fläche. Für sehr kleines R geht sie 


über i 


* 


7 


wie geometrisch ohne weiteres klar ist. Läßt man die Kreis- bers i 
radien von Null an wachsen, so werden die näher beieinander __ 
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liegenden Kreisflächen einmal anfangen, sich zu überdecken. 
Daran liegt es, daß der von den Kreisflächen beanspruchte 
Flächeninhalt nicht proportional #?, sondern langsamer anwächst, 


$4. Wahrscheinlichkeit einer beliebigen Bahn. 


Die Lage der streuenden Atome brauchen wir lediglich 
durch ihre Tiefe in der Schicht, d.h. durch ihren Abstand z 
von der Eintrittsebene zu charakterisieren 
(Fig. 2. Die Bahn, die eine Partikel in 
rl‘ — der Folie beschreibt, ist dann für unsere 
Zwecke genügend bestimmt durch Angabe 
der Koordinaten: user: 


derjenigen Atome, an denen sie abgelenkt 
wird, und der Richtungen: 


0, Py Par Pw Ps 
gat Fig. 2. die sie zwischen den einzelnen Ablenkungen 
innehat; bedeutet die Austrittsrichtung. 


Wir behandeln zunächst den einfachsten Fall, den der 
Einfachstreuung. Die Wahrscheinlichkeit, daß eine Partikel 
unabgelenkt bis zur Tiefe z eindringt, in der Schicht z bis 
z+dz in den Winkelbereich g bis gy + dp geworfen wird 
und in diesem ohne weitere Ablenkung austritt, ist [vgl. (6)]: 


(9) 


wo / die Länge des von der Stelle z bis an die Austrittsstelle 


zurückgelegten Weges ist. Nach Fig. 2 ist aber 


= og’ wenn > > 


Zur Abkürzung führen wir eine Größe d* ein, die im Falle 
einer „emergenten‘ Partikel (a x =) gleich d, im Falle einer 


„rückdiffundierten‘“ Partikel =) gleich Null sein soll: 
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[« für <> 
C08 @ 


Durch Integration von (9) über z erhält man die Wahrschein- 
lichkeit, daB eine Partikel nach einmaliger Ablenkung an 
beliebiger Stelle in der Richtung gm aus der Folie austritt: 
d 
11) dy = [azerr: dp PO,g)e 


. ‘Wir schreiben nun gleich die Wahrscheinlichkeit hin, daß 
die Partikel n-mal abgelenkt wird, und zwar an den Stellen: 
Zoo Zy Zu 


und dazwischen die Richtungen: 


0, Pir Por Pan-ı P 
innehat: 


— 


C08 Pn —1 


@ 


Um die gesamte n-fache aeons zu erhalten, haben wir über 
die z, und g, zu integrieren. Hierbei ist folgendes zu beachten. 
Hat die Partikel im Punkte z,_, ihre Ablenkung in die 
Richtung g, erfahren, so ist die Lage des nächsten re 
punktes z, sehr wesentlich von abhängig; es 


z,=2,-1, je nachdem 9, = 


Solange 9, < > hat man also über z, von z,-ı bis du 


integrieren, solange aber 9, > >? von z,_ı bis 0. 


Die Wahrscheinlichkeit, daB eine Partikel nach n-maliger of = 
Ablenkung an beliebigen Stellen in dem Richtungsbereich p 
bis g+ dp austritt, ist demnach leicht verständlicher 


E 
fi 
Br; 
- 
if 
2 
a 
a) 
Ber: 
ae 


n/2 d x 0 


0 


den Fall übertragen, daß die Partikeln des Primärstrahles 
nicht alle senkrecht in die Folie eintreten. Ist f(g) die Ver- 
teilung des Primärstrahles auf die Richtungen gy (die Richtungs- 


verteilung braucht nicht zylindersymmetrisch zu sein; einzige 
n/2 


Voraussetzung: f f(y)dy = 1), so erhält man an Stelle von (12): 


O 2/22, 


d-m_ı 
cos 


| 7 

& N 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
8 
Ä 
dp Fiya-1 9) 
— 
u. te Überlegungen lasse h natürlich ohne weiteres \ 
E 

| | 
+ a/2d | 
ds 
Po 

| n/2 1 

‘ | 
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_ Bemerkenswert ist, daß sämtliche Intensitäten J, den 
Faktor e °*” enthalten. Nach (10) bedeutet dies, daß die 


gesamte emergente Strahlung (p < — d) mit einem 
schwächenden Faktor versehen ist, der mit rant Dicke d 


abnimmt, die rückdiffundierte Strahlung ( >5 —, d* = 0) aber 


nicht. Steigert man die Schichtdicke d, so ma. demnach die 
Intensität der rückdiffundierten auf Kosten der emergenten 
zunehmen. 


$5. Die Gesamtintensität. 
Durch Addition der verschiedenen J,dy erhält man 
schließlich die Wahrscheinlichkeit Jdy dafür, daß die Partikel 
nach Zurücklegung einer ganz beliebigen Bahn im Innern der 
Schicht im Winkelbereich g bis $ + dq aus derselben aus- 
tritt. Die Gesamtintensität der zerstreuten Strahlung in 
ihrer Abhängigkeit von der Austrittsrichtung g ist also: 


Ig) = SF) 


wo die einzelnen J, bei gegebener Funktion F'(0,q) nach (5), 
(11), (12) berechnet werden können. 

Schließen wir die Möglichkeit einer wirklichen Absorption 
der Strahlen, d. h. einer völligen Bremsung von Partikeln, aus, 
so muß sich die gesamte gestreute Strahlung mit der unab- 
gelenkt durchgegangenen zu 1 ergänzen: 


Die Wahrscheinlichkeit für eine Sn > ¢ ist: 


Aus (12) sieht man leicht ein, daB 
Jina 
d=0 
wenn | 


Es ist demnach: 
(17) 


ö 
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Wir sind damit zum Ausgangspunkt unserer Betrachtungen 
zurückgekehrt, indem wir verifiziert haben, daB unsere End- 
formel im Grenzfall unendlich kleiner Schichtdicke wieder zu 
unserem ursprünglichen Ansatz für die Einfachstreuung führt. 


86. Vereinfachung der Intensitätsformel für kleine Streuwinkel 
im Falle nicht zu großer Schichtdicke. 

Der Umstand, daß die Wegstrecke einer Partikel in der 
Folie durch die Ablenkungen vergrößert wird, äußert sich 
in Formel (12) durch das Auftreten der Nenner cos g,. 
Würde man diese durch 1 ersetzen, d.h. die Verlängerung 
des Weges vernachlässigen können, so würde sich die Formel 
(12) ersichtlich sehr vereinfachen. Eine solche Vernachlässigung 
ist in der Tat bei nicht zu großer Dicke d und kleinen Streu- 
winkeln möglich. Da nämlich große Ablenkungen an und für 
sich schon sehr selten vorkommen, ist der Fall, daß eine Par- 
tikel auf dem Umweg über einen großen Winkel p, zu kleinen 
Winkeln g zurückkehrt, von äußerster Seltenheit; wir können 
ihn also vernachlässigen und brauchen die Integration über 
die 9, in (12) nur bis zu einem gewissen, nicht sehr großen 


Grenzwinkel y <Yy< auszuführen [(vgl. auch (10)]: 


Y 
F(0,9,)-F a) «+» F 
00 0 


COS +». COB 


wo 
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0 29 2, 
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Unter der Voraussetzung: 
(18) 


cos 


erhält man hieraus in ausreichender Näherung: 


19 J =D -® (g), 


L 


. 
J 
af 
Asa 
we a 
» 
D 
0 
2 
SALONS 
D 
(2 
Se 
ni 
vA 
5. > 
(2 
\ 
8 
x. 
= > 
a 
le 
W 
(2 
P 


i Zur Theorie der Streuung von B-Strahlen. 
| ®, (9) = F(0, g) 
(21) | (9) =f FOG) 
00 0 


D, ist von 9, ®, von d unabhängig. Für ®, hat man 
folgende Rekursionsformel: 


7 
(22) D, ($) we (w)- Fw, pP). 
Die gesamte gestreute Intensität ist: 
23) Fg) = SD, 


n=1 n=1 
Damit ist J, (18) vorausgesetzt, in eine fiir die Berechnung 
sehr bequeme Form gebracht: J-e”@ ist in eine Potenzreihe 
nach d entwickelt, deren Koeffizienten ®,/n! als Funktion von 
g mit Hilfe der Rekursionsformel (22) durch graphische Inte- 
gration zu ermitteln sind. 
Es soll noch unter der Voraussetzung (18) die gesamte 


n-fach gestreute Intensität f berechnet werden. Hier- 
0 
pP 


KL 


(von wy unabhängig) i ist. > f Fdg ist nämlich die Wahr- 


zu bemerken wir, daB 


scheinlichkeit, daB eine in due Richtung befindliche Partikel 
auf der unendlich kleinen Wegstrecke ö eine beliebige Ab- 
lenkung erfährt, also gleich 1, vermindert um die Durchgangs- 
wahrscheinlichkeit e~“*, oder schließlich gleich ud. — Aus (21) = 
oder (22) ersieht man aber mit Hilfe von (24) leicht, daß: TEN ; 


(25) f D, (gy) dy = 


ist. Nach ch (19), (20) hat man also: 


ak 
l 
| 
3 
- 
| 
a 
] 
2 
Bar, 
: 


G. Wentzel. 


Durch Summation über x von 1 bis oo kommt man auf (15) 
zurück. 


f J,dg ist, um zu dem Bilde des $ 3 zurückzukehren, 
ö 


nichts anderes als die von den kreisférmigen Atomprojektionen 
in der Ebene E pro Flächeneinheit n-mal überdeckte Fläche. 


Läßt man n von Null an wachsen, so nimmt f J,dy, wie man 


aus (26) abliest, solange zu, bis n den kleinsten ganzzahligen 
Wert erreicht hat, der noch kleiner als wd ist, um dann 
wieder abzunehmen. Die wahrscheinlichste Anzahl „ar von 
Ablenkungen ist also, (18) vorausgesetzt, durch die Ungleichungen 
bestimmt: 

(27) nd > >ud—1. 

Dieses Ergebnis hatten wir im ersten Abschnitt schon vorweg 
genommen. 

Läßt man d zunehmen, bis (18) nicht mehr erfüllbar ist, 
so wird die mittlere Zahl von Ablenkungen proportional mit 
der mittleren in der Folie zurückgelegten Bahnstrecke an- 
wachsen, d. h. wenn man die rückdiffundierten Partikeln von 
der Betrachtung ausschließt, in stärkerem Maße als d. Von 
den beiden Ungleichungen (27) kann dann nur eine aufrecht 
erhalten werden: 


Ansätze für die Wahrscheinlichkeit der Elementarablenkungen. 
$1. Die Rutherfordsche Theorie. 

Die bisherigen Ergebnisse sind, wie bereits betont wurde, 
völlig unabhängig von der Natur des ablenkenden Atomfeldes. 
Um die erhaltenen Formeln numerisch diskutieren und mit der 
Erfahrung vergleichen zu können, benötigen wir noch bestimmte 
Ansätze für die Funktion F(p,w). Die Spezialisierung der- 
selben soll jetzt auf der Grundlage des Rutherford-Bohr- 
schen Modelles durchgeführt werden. 

Für das reine Kernfeld werden wir die Ansätze der ur- 
sprünglichen Rutherfordschen Streuungstheorie verwenden 
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können. Nach dieser beschreiben bekanntlich die in Kernnähe 
geratenden Partikeln im Coulombschen Zentralfelde hyper- 
bolische Bahnen, deren Asymptotenwinkel g, d.i. gerade der 
gesuchte Ablenkungswinkel, jeweils gegeben ist durch: we. 
wo eZ die Kernladung, # und 7 die Ladung und kinetische 
Energie der Partikeln und p den senkrechten Abstand des 
Kernes von der Anfangsbahn (Bahnasymptote) bedeutet. Die 
Wahrscheinlichkeit, daß eine Partikel bei Durchquerung der 
unendlich dünnen Schichtdicke 6 in einem Abstand <p an 
einem Atomkern vorbeigeht, ist = p?-nd. Ebenso groß ist aber, 
wenn p mit @ durch Gl. (29) verknüpft wird, die Wahrschein- 
lichkeit W, daß die Partikel eine Ablenkung > p erfährt: 
(30) Wy) = «- d+ ctg? - 


8) «a=nnb - an 
Nach (16) und (17) ergibt sich demnach: 
d ctg? — 


Diese Formeln gelten aber, wie bemerkt, nur im reinen Kern- 
feld, d. h. im wesentlichen für nicht zu große p oder nicht zu 
kleine g. Bei kleinen Streuwinkeln muß der Einfluß der — 
Atomelektronen in Rechnung gezogen werden; dieser soll im ee 
folgenden Paragraphen diskutiert werden. 
§ 2. Idealisierung des Atommodells. 

Eine strenge Berücksichtigung der Elektronenhülle ist 
selbstverständlich undurchführbar; es handelt sich vielmehr 
darum, deren Wirkung in möglichst zutreffender und einfacher 
Weise zu idealisieren. Wir vernachlässigen zunächst prinzi- 
piell jene in der Einleitung angegebenen Effekte, die einen 
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gar Folge haben (Strahlung, unelastischer StoB u. a.); dies ist 
zulässig, da der Geschwindigkeitsverlust, wie empirisch bekannt, 


prozentual gering ist. Ferner soll die unmittelbar ablenkende 
Wirkung der Atomelektronen außer Betracht bleiben; denn 


auch diese ist, wie Rutherford theoretisch gezeigt hat, gering 


im Verhältnis zur Kernablenkung. In der Formel (31) für die 
Streuungskonstante « ist nämlich die Kernladung Ze durch e, 


die Zahl der Beugungszentren pro cm? x durch Zn zu er- 


setzen; dabei dividiert sich « durch Z. 


A 


Als einzige wesentliche Wirkung der Elektronenhiille 
bleibt demnach die Abschirmung der Kernladung übrig. In 


der Theorie der Röntgenspektren berücksichtigt man diese be- 


kanntlich in der Weise, daß man die Gesamtladung der Elek- 
tronen einer Atomschale gleichförmig über eine Kugeloberfläche 
von entsprechendem Radius ausgebreitet denkt, so daß das 
Atomfeld in diesen Oberflächen Diskontinuitäten aufweist. Die 
Schalenradien sind dabei natürlich sehr schlecht definiert, da 
der größere Teil der Atomelektronen elliptische Bahnen be- 
schreibt, und überdies bei den komplizierten Atomen nur eine 
sehr rohe Schätzung der Bahnabmessungen möglich ist. Es 


ist daher zwecklos, bei dem Ansatz für die Abschirmung auf 


Einzelheiten einzugehen, und wir idealisieren aus diesem Grunde 
das Atommodell noch weiter. Durch die neuen Bohrschen 
Arbeiten sind\ wir über die Verteilung der Elektronen auf die 
einzelnen Atomschalen weitgehend unterrichtet, und wir wissen 
speziell bei jedem Atom, welche Schale die meisten Elektronen 
enthält. Diese höchstbesetzte Schale greifen wir heraus und 
denken auf ihr die Ladung sämtlicher Elektronen des Atoms 
gleichförmig ausgebreitet. Das Atommodell besteht dann aus 


dem Kern mit der Ladung Ze und einer gleichförmig mit der 
Ladung — Ze belegten Kugeloberfläche von einem Radius 2, 


der gleich dem geschätzten Radius der höchstbesetzten Atom- 
schale zu setzen ist. Die außerhalb dieser Schale vorbei- 
gehenden Partikeln erfahren also nach unserer Annahme über- 


haupt keine Ablenkung, während die wirkliche Ablenkung 
infolge starker, aber doch nicht vollständiger Abschirmung zwar 
schwach, aber nicht Null ist. Die in die Schale eindringenden 


Partikeln werden im wesentlichen die von Rutherford be- 
rechnete hyperbolische Bahn beschreiben und demnach die 
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durch Gl. (29) bestimmte Ablenkung erleiden; eine kleine Ver- 
nachlässigung begehen wir, indem wir außer Acht lassen, daß 
die Bahn nur teilweise im unabgeschirmten Kernfeld verläuft. 
Die kleinstmögliche Ablenkung » erfährt eine Partikel, wenn 
sie eben noch am Rande streifend in die Kugel eindringt; 
indem wir auch für diesen Fall Gl. (29) als gültig ansehen 
— was eine abermalige, letzte Idealisierung des Problems be- 
deutet —, erhalten wir: 


Aus (5), (31) und (84) folgt die Beziehung: Ber. tthe | 


Der hier definierte Radius ? hat natürlich mit dem im 
1. Abschnitt § 2 definierten A,.x nichts zu tun, da bei seiner 
Wahl auf den Einfach- oder Mehrfachcharakter der Streuung 
keine Rücksicht genommen wird. Wesentlich ist hier, daß wir 
zwar, ebenso wie im 1. Abschnitt, die Ablenkungen der in 
Kernabständen > # passierenden Partikeln vernachlässigen, 
den hiermit begangenen Fehler aber dadurch annähernd kom- 
pensieren, daß wir die abschirmende Wirkung der innersten 
Atomschalen auf die in das „Atom“ eindringenden Partikeln 
gleich Null setzen und diesen infolgedessen eine stärkere Ab- 
lenkung zuschreiben als sie in Wirklichkeit erleiden. Wir 
nehmen an, daß die Kompensation der beiden Fehler eine 
genügend vollständige ist und verzichten auf eine Diskussion 
etwa dadurch verursachter Ungenauigkeiten. 

Unter Umständen kann es natürlich vorteilhaft sein, den 
Atomradius R auf einen bestimmten Wert AR’ zu verkleinern, 
dann nämlich, wenn sich herausstellt, daß die Ablenkungen 
der zwischen A und A’ hindurchgehenden Partikeln ohne 
merklichen Einfluß auf die Gesamtstreuung sind. Um dies zu 
prüfen, wird man jeweils in ähnlicher Weise wie im 1. Ab- 
schnitt 88 2 und 3 vorgehen können. 


83. Die Funktionen F'(0, 9), F(9, y). 

Betrachten wir nun die Einfachstreuung, die ein «- oder 
8-Strahlbiindel in einer unendlich dünnen Folie unserer Atom- 
modelle erleiden wird, so ist klar, daß sie für diejenigen Pur 
Annalen der Physik. IV. Folge. 69. 
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_ tikeln, die in die Atomkugeln eindringen, d. h. eine Ablenkung 
_ Bo erfahren, mit dem Rutherfordschen Ansatz (33) über- 
- einstimmen wird; Ablenkungen zwischen 0 und » aber werden 
überhaupt nicht vorkommen. Man hat demnach: 


0 ere für 0 < o, Er 

(36) F(0, p) d etg? — 


wo « durch (81) definiert ist. Aus (35) und (36) folgt: 


wie nach (24) werden muß. 

Die Berechnung der Funktion 
F (g, w) nach (5) ist einfach, solange 
> lp—w|2=o. Die Integrations- 
variable # bleibt dann nämlich stets 
=o und gelangt also nicht in den 
Bereich, wo F(0,9) = 0 wird (vgl. 
Fig. 3); in diesem Falle ist 7(0, 9) 
nach (36) in der Umgebung des ganzen 
Integrationsweges eine analytische 
Funktion von * und die Integration 
kann leicht auf komplexem Wege 


fale 
Figs. ar durchgeführt werden. Indem cos # =z 


gesetzt wird, erhält man: langer 

F(p,y) = 

(8) de 
$ 


(1 — 2) V[cos(@ — w) — 2] — cos(@+y)) 


cos (p + y) cos (p—y) 1 
Fig. 4. 


der reellen Achse von cos (9 + w) bis cos(g — y). Der ein- 
Pol des Integranden ist ein Pol 2. Ordnung bei z =1. 
Der Integrationsweg wu deformiert und in bekannter Weise 


| 
= 
: % 
2 
\ 
Be ER Wie Fig. 4 andeutet, erstreckt sich der Verzweigungsschnitt des 
_ ss Integranden, um den herum der Integrationsweg verläuft, längs 
2 
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um den Pol x = 1 zusammengezogen. Entwickelt man, noch 
Potenzen von (x — 1), so ergibt sich als Residuum: 


1 1 
_ ; 1 208 cosy 
2 cos (@ — y)] [1 — cos + 
Nach (38) kommt also: 2 
2 sin y (1 — cos ft sin 
(39 jeos — cos a| ( cosy | 


fir |p — y| =o. 


Ist andererseits |g — y| < w, so hat man wiederum zwei 
Fälle zu unterscheiden: 9 + y > und + Letzterer 
Fall kann nur eintreten, wenn sowohl gy S@ als wo. Der 
Richtungskegel «=, innerhalb dessen F(0, 9) = 0 ist, ent- 
hält dann sowohl die Primärrichtung (gy = 0) als auch den ganzen 
Kegel der Richtungen yw. Eine Ablenkung von g nach w ist 
also überhaupt nicht möglich: 


(40) Fig, w) =0 fir p+ wSo. 


Aus (39) und (40) ersieht man bereits, daB F (g, ¥) in 
F (0, w) (37) übergeht, wenn gm =0 gesezt wird. 

Es bleibt noch der Fall |p — y| <<, p + yw > zu er- 
ledigen, in welchem der Richtungskegel teilweise innerhalb, 
teilweise außerhalb des Kegels | a @ ne ( Fig. 3). An Stelle 
von (5) schreiben wir: 


Fer 
FO, %) 
Vleos(@ — y)— [cos — cos(p + 
sin 2 + 
Meos y) — cos) [cos — cos (gp + y)] 


Durch Anwendung elementarer Integrationsmethoden er- 
halt man: 


¥ 
Be: 
= x 
\ 
= : 
4 
| 
- 
3 
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af 
4 
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4 
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2 
| 
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a 


| (1 — cos @ cos y) 


(cos m — cos y)? 


> + are sin -—1+2 


| 
ctg 3 etg 3 


| lgp—y|So 


Hier ist der arc sin kleiner als = — und größer als — = zu 


A: ns Im Grenzfall|p — | = » | arc sin = 3) geht (42) in (39) 
er“ im Grenzfall p + y = o (are sin = — 3)i in (40). F(g, w 
ist demnach für p > 0, w > 0 eine stetige Funktion der ar 

Variabeln. 
Für y = wy wird die Darstellung (42) unbestimmt. Durch 
Grenzübergang oder einfacher unmittelbar aus (41) erhält man: 


ig 


— 


für p => - 


=". 


§ 4. Modifisierter Ansatz für F(0, 9), Fig, y). 
= Wenngleich wir in den folgenden numerischen Rechnungen 
nur die bisherigen Formeln für die Funktion P(g, w) verwenden 
werden, möchten wir doch noch einen anderen Ansatz für die- 
selbe vorschlagen, der den wirklichen Verhältnissen wohl ein 
wenig näher kommt und überdies den Vorzug größerer mathe- 
2 - matischer Eleganz hat (die Fallunterscheidung |g — y| =o, 
 « @ + w=o wird überflüssig), dafür allerdings numerisch etwas 
unbequemer zu handhaben ist. 
| Kurve I in Fig. 5 stellt die Funktion F(0, gy) nach (36) 
‘ie a =1, dar. Die schroffe Unstetigkeit an der Stelle 
gz rührt von der gewaltsamen Idealisierung des Problems 


F(p, + 2 ctg? 217 — etg? g 


. [2 
| 
| 
| 
ER ar | 
(42) 
| 
| 
[ 
‘a | 
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her. Der Kurvenverlauf wird in F(0,9)10° 
Wirklichkeit viel flacher sein, 
namentlich wegen der kom- 
plizierten Abschirmungsverhält- 
nisse, die durch die räumliche 
Verteilung der Elektronen be- 
dingt sind. Die einfachste Funk- 
tion, die diesem Umstande Rech- #+- 
nung trägt, zugleich fir gp >a 
in (36) übergeht und überdies 
die Bedingung (37) erfüllt, ist: 


123 j ict 


detg* 
09 70 20 379 
4 Fig. 5. 


m=1° als Kurve II wieder- 
gegeben. Für kleine » und g kann man statt (44) ER 


FO, 9) = 


woraus man findet, daß das Maximum der Funktion (44) an der 


Stelle > 
3 
= = 0,816 @ it ait, 


Aus (5) enthalt man mit Hilfe bekannter Integralformeln 
für die Besselschen Funktionen J, und J,: 


2 sin y(1 — cos cos y) 


y 17 sin’ @ + sin?y 
u(y, = (ete? + ctg? (cos — cos 


2 sin sin y 
v (p, w) = 1 (age? ctg? (cos 9 — cos yw) 


Für |g — w| So geht (45) in (39) über. 
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Numerische Disknssion. 

$1. Die Messungen an Gold. 

Die bisher zusammengetragenen Formeln sollen nunmehr 
zur Diskussion der Experimentalergebnisse von Crowther und 
ot Schonland verwendet werden. Wir beschränken uns dabei 
En die Messungen mit derjenigen Strahlgeschwindigkeit, welche 
die genauesten Ergebnisse lieferte; sie entsprach dem Werte 

Tle = 4,59 - 10-5 Volt. 
bat Wir greifen zunächst die an Goldfolien ausgeführten 
Messungen heraus. Die Ordnungszahl des Goldatoms ist Z = 79. 
Die Atomzahl pro cm? (n) ist in bekannter Weise gleich Lo- 
schmidtzahl mal Dichte durch Atomgewicht zu setzen. Für die 
Streuungskonstante « erhält man dann nach (31): 
(46) = 28,17 
Die höchstbesetzte Elektronenschale des Goldatoms ist 
0 die N-Schale. Ihr Radius, der uns gemäß den Festsetzungen 
des 3. Abschnittes als Radius A des idealisierten Atoms dienen 
soll, läßt sich nach der Bohrschen Gleichung 
_ 
a = abschätzen. In dieser bedeutet a den Radius des Wasserstofi- 
ss atoms  5,3-107* cm, n die Quantenzahl der betreffenden Elek- 
tronengruppe, hier also 4, und Z’ die wirksame Kernladung, 
die in diesem Falle gleich 79 —2— 8— 18= 51 ist. Man 
erhält so: : 
(48) 
nach (8) und (34) oder (35): 
w= 0,9. 

Da A nur ungenau definiert ist, ziehen wir der bequemeren 

= Rechnung wegen vor, » auf 1° abzurunden und u dement- 


2 


sprechend zu korrigieren: 
(49) o=1°, u = 3,699-105 
Die streuenden Goldfolien hatten je die Dicke es a 2 
d = 8,48-10® cm. 
Vergrößerung der Schichtdecke wurde dadurch erzielt, daß 
mehrere (bis zu 5) solcher Folien hintereinander angebracht 
SE = Für A hintereinander geschaltete Folien ergibt sich: 


> 


1 
> 
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Die wahrscheinlichste Ablenkungszahl war also gemäß (27) 
im Falle der dünnsten bzw. dicksten Schicht gleich 3 (k = 1) 
bzw. 15 (k = 5). 

Selbst im Falle der größten Schichtdicke und des größten 
Streuwinkels (p = 8,3%) bleibt die Größe u al an 1) < 0,17. 
Man kann deshalb bei der ganzen Serie von Messungen die 
Bedingung (18) als erfüllt ansehen und hat also den großen 
Vorteil, von den vereinfachten Formeln des 2. Abschnittes § 6 
ausgehen zu können. 


| 
dee 


7° 2° 3° 40 50 60 
Fig. 6. 


Die Funktionen ®, (gy) wurden nach Anweisung der For- 
meln (22), (39), (40), (42) und (43) mittels graphischer Integra- 
tion ausgewertet, und zwar bis zum Index n = 7 einschließlich. 
Durch Multiplikation mit den Koeffizienten D, (20) erhält man 
nach (19) die n-fach abgelenkten Intensitäten J,. Für den Fall 
der dünnsten Schichtdicke sind die Funktionen J, (n = 1,2, ...7), 
sowie die daraus berechnete Gesamtintensität J = 2 J, in Fig. 6 
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6. Wentzel. 


a Um einen direkten Vergleich mit experimentellen Daten 
anstellen zu können, schreiben wir im Anschluß an (16) und (23): 


x co a ( 
DER Hp, | 


ist. Da nach (25) & (0) = 1, kann man auch schreiben: 


68 Oy) dy. 


Nach dieser Formel wurden die Funktionen ¥, (g) (n = 1 
bis 7) aus den ®, auf graphischem Wege gewonnen. Fig. 7 
zeigt dieselben in Abhängigkeit vom Index für die von Crow- 
ther verwendeten Streuungswinkel g = 8,3° und 6,3°. 


10 


08H 
06 
04 


02 


 &-fache, 9-fache usw. Ablenkung kommt zwar im Falle der 
dünnsten verwendeten Schicht noch so selten vor, daß man sie 
ohne erheblichen Fehler vernachlässigen kann, wird aber bei 
zunehmender Schichtdicke immer häufiger und liefert im Falle 
k (Folienzahl) = 3 bereits den maximalen Beitrag zu der um 
mehr als gm = 6,3° und 8,3° gestreuten Intensität. Glücklicher- 
weise lassen sich die Kurven %, (Fig. 7) gegen größere n mit 
einer für unsere Zwecke ausreichenden Sicherheit extrapolieren. 
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Je höher nämlich der Index n wird, desto mehr verlagert sich 
das Maximum der n-fach gestreuten Intensität J, (p) (oder 
®,(y)) gegen größere gy, wie physikalisch einleuchtend und 
auch aus Fig. 6 deutlich zu ersehen ist. Bei sehr großem n 
wird also in dem kleinen Kegel der Richtungen 9 < 6,3 bzw. 
8,3° nur sehr wenig Intensität zuriickbleiben. Demnach wird 
sich #, (g\, wie aus (53) zu sehen, bei unbegrenzt wachsendem 
n asymptotisch einem Werte nähern, der nur sehr wenig 
kleiner als 1 ist. Mit Rücksicht hierauf haben wir %, (6,3% 
und % (8,3°) in der in Fig. 7 angegebenen Weise extrapoliert 
nnd uns davon überzeugt, daß unsere Resultate nur unwesent- 
lich geändert werden, wenn man die %-Kurven weiter von der 
Asymptote 1 entfernt oder näher an diese heranzieht. 


Die Berechnung der gesamten über 9 hinaus gestreuten 
Intensität W (p) wurde nach Gl. (51) mit Hilfe der in (50) und 
Fig. 7 angegebenen Zahlwerte durchgeführt. Die maximalen 
Ablenkungszahlen n, die noch berücksichtigt wurden, waren in 
Fällen k=1, 2, 3, 4, 5 baw. n= 12, 17, 23, 28 und 32. 


Fig. 8. 


Kurven M (Mehrfachstreuung) dargestellt. Wegen der Unsicher- 
heit der in Fig. 7 vorgenommenen Extrapolation liegt die Kurve 
bei A=4 und 5 möglicherweise um Bruchteile eines Milli- 
meters zu hoch oder zu tief. 

Zum Vergleich sind die entsprechenden Werteder Ruther- =~ 
fordschen Einfachstreuungstheorie gemäß (30) und (46) als pee 
Kurven £ beigefügt und die von Crowther auf experimentellem 
Wege ermittelten Punkte durch das Zeichen o markiert. Der 
Anschluß an die experimentellen Punkte ist bei den Kurven M 
unvergleichlich besser als bei den Kurven Z. Wir bezweifeln 
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(nee sogar die Realität der bei k = 1 und 2 vorhandenen Abwei- 
ee = chungen, soweit diese nicht auf die Ungenauigkeit des Ansatzes 
ER « = 1° und auf den Geschwindigkeitsverlust der Strahlen zu- 
ea rückgeführt werden können. Die scheinbar bei kleinem Ak ge- 
radlinige Form der Crowtherschen Kurve halten wir für eine 
Täuschung; denn es ist klar, daß sie, wenn überhaupt am 
Rutherfordschen Modell etwas richtig ist, im Grenzfall unend- 
lich dünner Schicht in die Rutherfordsche Kurve £ übergehen, 
d. h. diese im Nullpunkt berühren muß. Bei wachsender Dicke 
wird sie dann wegen eintretender Mehrfachstreuung nach oben 
abweichen, um endlich bei großem d wieder nach unten ab- 
zubiegen und gegen 1 zu konvergieren. Diese letztere Ab- 
biegung tritt, wie aus unserem Kurven M in Übereinstimmung 
mit den Crowtherschen Werten zu sehen ist, in der Nähe der 
Halbwertdicke ein, d.h. derjenigen Dicke, die W (9) zu */, macht. 


hin 


(Mul 
© 


k q 


Fig. 11. 


Die soeben beschriebene, theoretisch zu fordernde Kurven- 
form kommt bemerkenswerter Weise in den älteren Messungen 
von Crowther, die mit gréBeren Streuwinkeln und gréBeren 
Schichtdicken ausgeführt sind, ganz vorzüglich zum Ausdruck. 
Um dies zu zeigen, reproduzieren wir in Fig. 10 eine von 
Crowther herrührende graphische Darstellung seiner damals 
an Aluminiumfolien erhaltenen Resultate und fügen zum Ver- 
gleich wiederum die entsprechende Einfachstreuungskurve £ 
bei, welche die Crowthersche in der Tat bei d = 0 berührt. 
wg $2. Die übrigen Messungen. 

Viel weniger günstig für die theoretische Prüfung als bei 
Gold liegen die Verhältnisse bei den mit anderen Elementen 
ausgeführten Messungen. Bei Aluminium (Z = 13) beispiels- 
weise hätte man A gleich dem Radius der Z-Schale zu setzen, 
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nach (47) also etwa gleich 1,9-10-* (n = 2, Z= 13 —2=11). 
Dies ergäbe für u den Wert 7-105° cm”! und demnach schon 
für die kleinste verwendete Schichtdicke d = 8,45-10° cm den 
Wert ud=60. Die Bedingung (18) ist unter diesen Umständen 
nicht mehr erfüllbar. Die Berechnung nach den Formeln (12), 
(14), (16) aber erscheint hoffnungslos in Anbetracht der aus (28) 
abzulesenden Tatsache, daß in der Reihe (14) bei mittleren 
Schichtdicken etwa das 400. Glied den maximalen Beitrag 
liefert. Ähnlich wenn auch nicht ganz so ungünstig liegen die 
Verhältnisse bei Cu und Ag. Wählen wir für jedes Element 
als eine mittlere Vergleichsdicke d die von Crowther für 
y = 8,3° ermittelte Halbwertsdicke (s. 0.), so erhält man für 
pd bei Au, Ag, Cu, Al, C bezw. die Werte: 21, 130, 330, 410, 
1000. Die Mehrfachstreuung wird also mit abnehmendem 
Atomgewicht immer ausgesprochener. Hierzu stimmt sehr gut 
der von Crowther hervorgehobene Umstand, daß die Ab- 
weichung von der Rutherfordschen Theorie bei den leichten 
Elementen erheblich größer ist als bei den schweren. 

Man könnte daran denken zu versuchen, die mittleren Ab- 
lenkungszahlen durch Verkleinerung des gewählten Atomradius 
R herabzudrücken. Würde man damit soweit gehen, daß » 
z.B. auch bei Al den Wert 1° annimmt, so würde (18) erfüllbar 
werden, und man könnte zugleich die ganzen für Gold erhal- 
tenen Ergebnisse, soweit sie die Abhängigkeit von betreffen, 
auf die anderen Elemente übertragen. Hierfür müßte im Falle 
der Crowtherschen Messungen bei Al z.B. der Atomradius 
von etwa 2-10”° cm (Z-Schale) auf etwa 2,3.101° cm herab- 
gesetzt werden. Unsere im 1. Abschnitt $ 3 erhaltenen Er- 
gebnisse machen es aber äußerst wahrscheinlich, daß bei den 
verwendeten Schichtdicken (~10~4) die in Kernabständen 


> 2,3.1071° passierenden Elektronen einen sehr wesentlichen ts 
Beitrag zu der gemessenen Gesamtintensität liefern, dessen 5 5 
Vernachlassigung einen erheblichen Fehler bedeutet. Wir haben SR 
also zu erwarten, daß der Ansatz w = 1° eine zu kleine Streu- ER 
ung ergibt. Daß dem in der Tat so ist, zeigt Fig. 11 in sehr mere ei 
charakteristischer Weise. In ibr ist für den Fall von Al eS 3 
(Foliendicke = 8,45-10—5cm, Streuwinkel = 6,3°, 7/e=1,53.10°) 


außer den experimentellen Werten © und der Einfachstreuungs- us 
kurve E unter der Bezeichnung (M) diejenige Kurve eingetragen, _ 
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die man aus (51), (53) für w = 1° erhält; sie bleibt weit unter 
der wirklichen Streuungskurve zurück. 

Eine bündige Bestätigung unserer Theorie an den Crow- 
therschen Messungen mit Ag, Cu, Al und C wäre demnach nur 
von einer Auswertung der komplizierten Formeln (12) zu er- 
warten, und diese ist, wie bemerkt, praktisch undurchführ- 
bar. Wir müssen uns also mit der Feststellung begnügen, daß 
sowohl die allgemeine Form der Streuungskurven als auch die 
Größe der Abweichungen von der theoretischen Einfachstreu- 
ungskurve bei den verschiedenen Elementen qualitativ durch- 
aus unseren Erwartungen entspricht. 


Zusammenfassung. 
Die von Crowther und Schonland gemessene $-Streu- 
ung kann (im Gegensatz zu der von Chadwick gemessenen 
«-Streuung) nicht als Einfachstreuung aufgefaßt werden. Die 
mittlere Anzahl der relativ zum gemessenen Streuwinkel merk- 
lichen Ablenkungen, die ein #-Elektron bei Durchquerung der 
in jenen Versuchen verwendeten Folien erfuhr, schwankt näm- 
lich zwischen 3 und einigen Hundert. Hieraus erklärt sich 
die Stärke der gemessenen Streuung, die mit Rutherfords 
Theorie der Einfachstreuung unvereinbar war. Eine auf der 
Grundlage des Rutherford-Bohrschen Atommodelles konse- 
quent durchgeführte Theorie der Mehrfachstreuung liefert, so- 
weit sie eine numerische Auswertung gestattet (im Falle nicht 
zu großer mittlerer Ablenkungszahlen), quantitativ befriedigende 
Übereinstimmung mit den Ergebnissen der Crowtherschen 
Messungen. Diese sind demnach mit dem Rutherford-Bohr- 
schen Modell verträglich und geben keine Veranlassung, die 
allgemeine Gültigkeit des Coulombschen Gesetzes zu bezwei- 
feln oder den Elektronen magnetische Momente zuzuschreiben. 
München, Institut f. theor. Physik, Juli 1922. pet 

(Eingegangen 7. Juli 1922.) 
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3. Zur Theorie des Kerr- und Faradayeffektes; 
von Kari F. Herzfeld. 


Einleitung. 

Im Jahre 1875 hat Kerr gezeigt, daß durchsichtige iso- 
trope Körper unter der Einwirkung starker elektrischer Felder 
doppeltbrechend werden. Wenn ein Lichtstrahl sich in der 
y-Richtung durch ein Medium fortpflanzt, welches einem elek- 
trischen homogenen Feld € in der z-Richtung ausgesetzt ist, 
dann ist der Brechungsindex verschieden, je nachdem die 
Schwingungsrichtung in der z- oder z-Achse liegt, und beide 
Größen n,, n, unterscheiden sich von dem Brechungsindex 
ohne Feld n,. Die Differenz ist stets klein und proportional 
€. Man nennt | 
j= = (A Wellenlänge) die Kerrkonstante. +) 

Zur Erklärung dieses Effektes sind nun eine ganze Reihe 

von Theorien aufgestellt worden; sie alle ergeben die Propor- 
tionalität zu €?, die meisten von ihnen ergeben auch die 
gleiche Abhängigkeit der Kerrkonstante von der Wellenlänge, 
dagegen unterscheiden sie sich durch die Temperaturabhängig- 
keit. Über die Frage der wirklichen Temperaturabhängigkeit 
besteht noch keine Einigkeit. 
Alle bisher aufgestellten Theorien stehen auf dem Stand- 
punkt der klassischen Elektrodynamik. Die Ableitungen sind 
meist recht kompliziert. Hier soll nun untersucht werden, wie‘ 
diese Theorien vom Standpunkt der Quantentheorie darzustellen 
sind. Zugleich soll die Darstellung möglichst durchsichtig 
sein, wobei besonderes Gewicht auf die Frage gelegt wird, wie 
die Proportionalität mit €? zustande kommt. In einem weiteren 
Abschnitt soll kurz das Verhältnis zur Erfahrung klargelegt 
werden. 


1) J. Kerr, Phil. Mag. (4) 50. S. 887, 446. 1875. Weitere Literatur : 
bis 1908 bei W. Voigt, Magneto- und Elektrooptik, Leipzig 1908. cw 
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Endlich wird der Faradayeffekt nach der gleichen Methode 
behandelt. Dieser!) besteht bekanntlich darin, daß die Polari- 
sationsebene von linear polarisiertem Licht durch viele durch- 
sichtige Körper gedreht wird, wenn sie einem starken Magnet- 
feld ausgesetzt sind, dessen Kraftlinien parallel der Lichtfort- 
pflanzung verlaufen. 


1. Theorie des Kerréffektes. 

Das Wesentliche an unserer Darstellung besteht darin, 
daß wir die Entwicklungen in zwei Schritte teilen. Den ersten 
bildet die Diskussion der Dispersionsgleichung =~ a 
n? —1 tt 
(2) 

Hier bedeutet » die Schwingungszahl des auffallenden 
Lichtes, 9, und »,, Konstante. »,, ist die Schwingungszahl von 
„Absorptionsstreifen“, während o, deren Gesamtstärke (d. h. 
die Fläche der Absorptionskurve, nicht das Maximum) charak- 
terisiert. Unsere Gleichung gilt nur in einiger Entfernung von 
den Absorptionsstreifen,/und auf diesen Fall wollen wir auch 
die Diskussion beschränken. 

Die Gleichung wird in der klassischen Elektronentheorie 
abgeleitet, in welcher dann »,, die Eigenschwingungszahl der 


ten Elektronenart bedeutet, während o,, = = N, = wird. Hier- 


bei ist aber noch zu beachten?), daß », nicht die Stelle des 
beobachtbaren Absorptionsstreifens der betreffenden Substanz 
bedeutet, sondern diejenigen Stellen, an welchen die einzelnen 
Moleküle absorbieren, wenn sie voneinander sehr weit entfernt 
(etwa als Gas) sind. Dadurch, daß die Moleküle verhältnis- 
mäßig dicht gepackt sind, treten die Absorptionsstreifen an 
anderer Stelle auf, die man folgendermaßen erhält. ya 

Aus (2) folgt 


1) W. Voigt, a. a. O. 


2) Vgl. P. P. Ewald, Ann. d. Phys. 49. S. 31. 1916. Hm. 
H. Faxen bin ich für den Hinweis hierauf zu großem Dank verpflichtet. 
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Das gibt also Absorptionsstreifen an den Stellen 

statt an den Stellen > 2; =o. Bei einem einzigen me 
Streifen liegt dieser bei v?=y,?— 0. Die Zahl 3 kommt 
bekanntlich dadurch zustande, daB die ein Teilchen erregende 


Kraft nicht €, sondern © + 42 8 ist, und ist daran gebunden, 


daB jedes Teilchen ganz isotrop (wenigstens im Mittel) von 
anderen umgeben ist. 

Vom Standpunkt der Quantentheorie aus hat man nun 
die Gleichung (2) einfach als experimentell gegebene, fiir die 
Quantentheorie noch nicht ableitbare Tatsache hinzunehmen, 
wobei besonders hervorzuheben ist, daß auf Grund der Er- 
fahrung die », die Schwingungszahlen der Absorptionsstreifen 
des Einzelmoleküls, nicht etwa Umlaufsfrequenzen der Elektronen 
oder dergl. sind. Auch der Zusammenhang der Lage der be- 
obachtbaren Absorptionsstreifen mit den », hat als experimen- 
telle Tatsache zu gelten, da die Abhängigkeit von der Dichte 
in (2) richtig wiedergegeben ist. 

Ohne äußeres elektrisches Feld sind natürlich Lage und 
Stärke der Absorptionsstreifen von der Polarisationsrichtung 
des auffallenden Lichtes unabhängig; wenn das auch für das 
einzelne Molekül bezogen auf seine ausgezeichneten Achsen 
nicht gelten mag, so verwischt die gleichmäßige Verteilung 
dieser Achsen diesen Unterschied für ein „isotropes“ Medium. 


Der Kerreffekt besteht nun in Folgendem: Durch das äußere 
elektrische Feld werden direkt die Absorptionsstreifen geändert, 
sei es in ihrer Lage, sei es nur in ihrer Stärke und zwar ver- 
schieden für verschiedene Polarisationsrichtungen, d. h. die Ab- 
sorptionsstreifen werden entweder in verschieden polarisierte Teile 
aufgespalten oder sie bleiben in ihrer Lage unverändert, werden 
aber teilweise polarisiert. Diese Änderungen üben auf dem Weg 
über die Dispersionsformel (2) ihren Einfluß auf den Brechungs- 
index auch im absorptionsfreien Gebiet und geben so zum Kerr- 
effekt Anlaß. 

Wir wollen jede direkte Beeinflussung eines Absorptions- 
streifens durch.ein elektrisches Feld Starkeffekt nennen. Hierbei 
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haben wir noch zu berücksichtigen, daß die am einzelnen Teil- 
chen angreifende elektrische Kraft nicht die sogenannte „äußere 


elektrische Kraft“, sondern die „erregende Kraft“ - = 


Hier bedeutet s die (elektrostatische) Dielektrizitatskonstante. 
Die verschiedenen Theorien des Kerreffekts unterscheiden sich 
nur durch die verschiedenen Arten des Starkeffekts, den sie 
annehmen. Eine direkte Untersuchung des letzteren ist der- 
zeit wohl aussichtslos, weil die für die Dispersion maßgebenden 
Absorptionsstreifen meist weit im Ultraviolett liegen und zudem 
ziemlich breit sein dürften. 
Wir können folgende Gruppen von Theorien unterscheiden. 
I. Annahme eines quadratischen Starkeffekts. Dieser 
quadratische Starkeffekt, d. h. eine Aufspaltung einer Spektral- 
linie in mindestens zwei Streifen, die in bzw. senkrecht zur 
Richtung des äußeren Feldes polarisiert sind, tritt an manchen 
Spektrallinien tatsächlich auf.!) Der Absorptionsstreifen möge 
in der einen Richtung polarisierte Komponenten von der 
Schwingungsdifferenz gegen die ursprüngliche Lage 


und den relativen Intensitäten vie 
geben. 
Wir führen dann die pepe 


ein, die die Verschiebung des ALLIS fir die eine 
Polarisationsrichtung charkterisiert. Dabei ist wichtig, daß 
diese Verschiebung nicht null ist, d. h. daß keine symmetrische 
Aufspaltung erfolgt. 

Dann wird 


n _. 20 Vo (8 + 2) N 
(5) 6 (n? + (Me )=(- > (von? — 
und eine ae Formel für die z Biking. 


Diese Formeln werden dann besonders einfach, wenn nur 
ein Absorptionsstreifen in Betracht kommt. Dann wird _ 


(6) 
w 
1) R. Ladenburg, Phys. Zeitschr. 22. S. 49. 1921. see ii 
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der Aufspaltungen. 
Fir die Kerrkonstante 


| © +2)%%* 9, 
ergibt sich die Formel von Havelock?) in bezug auf die Ab- 
(n? — 1)? 
nmi 

Die Doppelbrechung ist negativ oder positiv, je nachdem 
die zum Feld parallel schwingende Komponente mehr nach 
Ultraviolett liegt als die andere oder umgekehrt. Was den 
Zahlwert betrifft, so ist etwa für CS, 


(8 + Ö, é, —11. (+2? 1 
1,1-10-"; da 7, vy 4,5 
ergibt sich 


Y 


hangigkeit von der Wellenlänge (Konstante 


hierbei ist die Feldstärke in absoluten ae gemessen. 
Bei Na-Dampf hatte Ladenburg) 10711 ge. 
% 


funden, das stimmt in der Größenordnung ganz gut. Die _ 
Theorie von Voigt?) gehört in diese Gruppe. Sein Resultat _ 
ei = 3 hängt an seinem ganz speziellen Ansatz für den 
Starkeffekt, nach welchem die Schwingung in der z-Achse 
dreimal so weit verschoben wird, wie in der z-Achse. 

II. Es wäre auch ein linearer Starkeffekt möglich. Auch 
dieses würde nur einen in €? proportionalen Kerreffekt geben, 
denn ein linearer Starkeffekt spaltet jede Linie symmetrisch 
auf, so daß die optischen Schwerpunkte sowohl der parallel 
als auch der senkrecht schwingenden Komponenten an der 
Stelle der ursprünglichen Linie zusammenfallen und die Auf- — 
spaltung in erster Ordnung den Brechungsindex gar nicht be- — 
einflußt. Erst die zweiten Differenzen üben einen Einfluß aus, 


1) T.H. Havelock, Phys. Rev. 28. S. 136. 1909. Ay eal 
2) R. Ladenburg, a. a. O. N 

3) W. Voigt, a. a. O., 8. 356. 876. J 

Annalen der Physik. IV Folge. 69. 
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infolge deren die längerwelligen Komponenten den Brechungs- 
index etwas stärker vergrößern als ihn das Abrücken der kurz- 
welligen verkleinert. Bezeichnet }(e + 2)?€?. 4? das optische 
Trägheitsmoment der Komponenten einer Schwingungsrichtung, 
in welche der ursprüngliche Streifen zerfällt, so ergibt sich 


und eine e entsprechende Gleichung für z. Dadurch, daß erst 
die zweite Differenz eine Rolle spielt, wird der Effekt wieder 
quadratisch. Dagegen gilt jetzt nicht mehr die Havelocksche 
Abhängigkeit von der Wellenlänge. 


III. Starkeffekt der Intensität. Hierzu muß angenommen 
werden, daß mehrere, im einfachsten Fall zwei Absorptions- 
streifen für die Dispersion bestimmend sind. Ohne Feld steht 
ihre Stärke in einem bestimmten Verhältnis, unabhängig von 
der Polarisationsrichtung. Im Feld soll sich nun die relative 
Stärke ändern und zwar verschieden für die verschiedenen 
Polarisationsrichtungen. Es wird daher 


(n? + 2° (%;? - 5” - 


und eine entsprechende Formel für z. 

Nimmt man an, daß die beiden Streifen einander nahe 
liegen (Abstand 4»,,) und daß die Summe der Intensitäten 
beider Streifen durch das Feld nicht geändert wird, d. h. 
(10) — do,,= — 


so wird, wenn », einen Mittelwert zwischen », und », bedeutet, 


4v 
so daß die Havelocksche Dispersionsformel auch hier gilt. 


Als Erklärung für die Schwächung des einen Streifens auf 
Kosten des anderen im polarisierten Licht geben die Theorien 
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von Langevin und Born!) eine Richtung der Moleküle durch 
das elektrische Feld an. Beide denken sich mit dem einzelnen 
Molekül (im einfachsten Fall) zwei Schwingungsvorgänge fest 
verbunden, in der Art, daß das Molekül in einer Richtung 
senkrecht zu seiner Hauptachse betrachtet, zwei Linien aus- 
senden würde, deren eine (z. B. 1) in der Hauptsache, deren 
andere senkrecht dazu schwingt. Bei Betrachtung längs der 
Hauptachse ist nur die Schwingung 2 unpolarisiert sichtbar. 
In dieser Formulierung können wir diese Aussagen auch für 
die Quantentheorie übernehmen. Ohne Feld haben die Mole- 
küle alle beliebigen Richtungen, je '/, haben ihre Hauptachse, 
*/, ihre anderen Achsen jeweils in der z- bzw. z-Richtung.?) 
Es ist daher o,:0, = 1:2 (weil der Linie 2 zwei Molekül- 
achsen entsprechen. Das Feld wirkt nun richtend, indem es 
mehr Moleküle parallel der z-Richtung stellt; d. h. ein zu 
4e,, proportionaler Bruchteil der Moleküle richtet seine Haupt- 
achse statt seiner Nebenachse (4o,,=— 40,,)?) in die Feld- 
richtung. 

Diese zur z-Richtung hingedrehten Achsen werden aber 
nicht nur der z-, sondern in gleicher Zahl auch der y-Richtung 
entnommen, d. h. es ist 


(13) 4do,,= — 
So ergibt sich das von den beiden Theorien abgeleitete Resultat 
Nn, — Ny, 
einfach aus der Annahme der Drehung und den Symmetrie- 
verhältnissen. 

Es ist jetzt nur noch auf das Quantitative einzugehen 
und zu zeigen, warum beide Theorien 4¢ proportional €?, 
aber mit verschiedener Temperaturabhängigkeit ergeben. 

Wenn wir zuerst die Annahme starrer Dipole besprechen, 


1) P. Langevin, Le Radium 7. 249. 1910. M. Born, Ann. d. 
Phys. 55. 177. 1918. 

2) Diese Ausdrucksweise möge im Interesse der Kürze gestattet 
sein. Genau wäre es natürlich, den bei isotroper Verteilung der Achsen 
in Betracht kommenden Bruchteil der Strahlung (cos? g = '/,) zu nehmen. 

8) Diese oben gemachte Annabme ist also dadurch bedingt, daß 
jeder Achse eine Schwingung zukommt. 
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so ist die potentielle Energie eines solchen p-~- K cos 
(p Moment, K erregende Kraft = °+? ¢) und die Richt- 


3 


wirkung in erster Näherung 


(14) 


also proportional Ä statt K*. Aber auf diese Richtungs- 
wirkung kommt es gar nicht an. (14) gibt nämlich den Über- 
schuß derjenigen Teilchen, die etwa das positive Ende der 
Hauptachse der + z-Richtung zukehren, über diejenigen an, 
die dieses Ende der — z-Richtung zukehren. Diese Größe 
ist zwar für die polaren Wirkungen (Dielektrizitätskonstante, 
Paramagnetismus) maßgebend, für uns aber gleichgültig, denn 
für uns kommt es nur darauf an, ob die Molekülhauptachse 
in der z- oder z-Achse liegt, d. h. nicht auf cos p, sondern 
3 cos* — 1 
auf 
die polar gerichteten Moleküle werden in erster Linie den 
entgegengesetzt liegenden entnommen und erst in zweiter 
Ordnung den senkrecht dazu liegenden. So ergibt die Born- 
sche Theorie 


Der Effekt ist also zweiter Ordnung, denn 


/ + 16 9(kT% 
— 


Die Langevinsche Theorie dagegen hat keine fertigen 
Dipole, für sie ist die potentielle Energie in Abhängigkeit vom 
Feld und vom Richtungscosmus von vornherein quadratisch 


(16) Un cos? 


Die Richtwirkung entnimmt die Teilchen von vornherein 
der z- und y-Achse, denn es gibt keine Gebilde in der 


z-Richtung, die „falsch“ liegen. Daher kommt hier schon die 
U 


erste Ordnung in der Entwicklung von e *7 in Betracht 
und es wird 


(1 7) A 9kT f 


also umgekehrt proportional 7 statt 7%, 
Nach der klassischen Theorie ist im Fall des Langevin- 
schen Ansatzes die Kerrkonstante stets negativ, weil sich die 
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„weichere“ Bindung in die Feldrichtung einstellt und klassisch _ 
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die elektrostatisch ,,weichere“ auch optisch weicher ist. a 

Man könnte noch andere „Richtungtheorien“ konstruieren. _ 
Die einfachste wäre wohl folgende: Das Molekül sendet nur 
eine Spektrallinie aus, etwa von der Art, die wir 1 gnant 
haben (elektrische Schwingung in der Hauptachse). Dann gibt 
es nur einen Absorptionsstreifen, der bei immer stärkerer 
Richtung der Moleküle für die z-Richtung immer stärker wird, 
für die z-Richtung immer mehr verschwindet. Bei vollständiger - 
Richtung (Schwingung allein in der z-Richtung) wird n,=1 
(bzw. wenigstens konstant, wenn im Ultraroten nochSchwingungen 
liegen. Die Formeln lauten in erster Näherung > 


(18) a = * Ae ab 


Hier gilt die Havelocksche Formel für die Abhängigkeit { 
von der Wellenlänge also nicht (infolge des einfachen Streifen  —_— 
keine Differentiation nach »,!). 

Für den Richtungseffekt, d. h. fir 4, kann man nach be 
Belieben wieder die Langevinsche oder die Dipolformel be- ane, u 
nützen. 


IV. «) Die vierte Gruppe von Theorien setzt bei dem 
Zusammenhang zwischen den Absorptionsstreifen von Einzel- 
molekül und kompakter Masse ein. Es soll wie in Gruppe 1II 
die Absorption des Einzelmoleküls unverändert bleiben, aber 
der sichtbare Absorptionsstreifen des Mediums soll (für jede 
Polarisationsrichtung anders) verschoben werden, dadurch daß 
im elektrischen Feld die erregende Kraft der Lichtwelle nicht 
mehr 


4n 
(19) sondern ® wird. 


Die durchgeführten Theorien beschränken sich auf die 
Annahme eines Absorptionsstreifens. Die Wirkung des An- 
satzes auf den sichtbaren Absorptionsstreifen und damit auf 
den Brechungsexponenten ist die gleiche wie wenn man », 


um den Betrag e2 vermehrt hätte. dh wird dann 
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¥ 


(20) 
es gilt also die (aus diesen Annahmen zuerst abgeleitete) Dis- 
persionsformel. ') 

Die Abhängigkeit von Feld und Temperatur ist dann durch 
die entsprechende Abhänigigkeit der Größe ö, welche die in 
der Umgebung eines Moleküls herrschende Anisotropie mißt, 
bestimmt. Lundblad?) nimmt die Existenz einer mit dem 
Molekül fest verbundenen elliptischen Wirkungsfläche an, in 
die die fremden Moleküle nicht eintreten können, während sie 
außerhalb gleichmäßig dicht verteilt liegen sollen. Ohne Feld 
ist die Orientierung der Wirkungsfläche beliebig, also im (Zeit- 
oder Molekiil-)mittel gleichmäßig und ergibt daher den Ansatz 
(19). Im elektrostatischen Feld soll eine Richtung nach Art 
der Langevinschen eintreten, die Feldabhängigkeit ergibt sich 
identisch mit der der Langevinschen Theorie (nur die Kon- 
stanten haben etwas andere Bedeutung, während sie bei 
Langevin durch die Anisotropie der Bindung gegeben sind, 
sind sie hier durch die Anisotropie der erregenden Kraft ge- 
geben. Die Temperaturabhängigkeit ist insofern etwas all- 
gemeiner, als außer dem 7 im Nenner auch die Form der 
Wirkungstläche explizit von der Temperatur abhängen kann. 


f) An diese Stelle gehört auch eine Theorie von Gans?), 
die zwar im allgemeinen ganz auf dem Standpunkt der 
Theorien III in bezug auf das Zustandekommen des Stark- 
effekts steht, den Lorentzschen Zusammenhang (19) zwischen 
äußerer und erregende Kraft aber leugnet. Gans hat seine 
Annahme, die unmittelbare Umgebung jedes Moleküls erzeuge 
ein Feld von wechselnder Richtung und solcher Stärke, daß 
für das resultierende erregende Feld schon Annährung an die 
Sättigung merkbar wird (Abweichungen von der Proportionalität 
von Polarisation und Feld) auf allen in Betracht kommenden 
Gebieten (Dielektrizitätskonstante, Paramagnetismus, Kerreffekt) 
durchgeführt und gute Übereinstimmung der sich so ergeben- 


1) Havelock, a. a. O. 
2) R. Lundblad, Diss. Upsala 1920. Auf diesen Zusammenhang 
wurde ich durch Herrn H. Faxén hingewiesen, dem ich dafür bestens 
danke. 
8) Gans, Ann. d. Phys. 4.8.0. 
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den Temperaturabhängigkeit mit der Erfahrung gefunden. — 
Andererseits scheint mir die Zulässigkeit der Rechnungen und 
Grundannahme noch nicht genügend sicher gestellt. ee 

Fir die Feldabhingigkeit ergibt sich natirlich wieder das te 
Resultat der Langevin-Bornschen Theorie, die Temperatur- aes 
abhängigkeit ist dagegen wesentlich geringer und daher besser 
mit der Erfahrung im Einklang. 


3 u $ 2. Vergleich mit der Erfahrung. 
Für den Vergleich mit der Erfahrung und zur Ent- 
scheidung zwischen den Theorien stehen im wesentlichen drei 
Gruppen von Gesetzen zur Verfügung: 5 

1. Die Abhängigkeit von der Wellenläne. __ So a, 

2. Die Abhängigkeit von der Temperatur... 


3. Das Verhältnis der Verzögerungen > 


a 


| 
| : Für die Abhängigkeit von der Wellenlänge hat!) sich " 
bei je Substanzen mit Ausnahme von Äthyläther die 
Havelocksche Formel innerhalb der Meßgenauigkeit bestätigt. 
Damit sind verträglich Theorien der I. Art (quadratischer 
Starkeffekt) mit einem oder mehreren sehr nahe liegenden 
Absorptionsstreifen. 


zwei Absorptionsstreifen, so daß jeder Achse des Moleküls eine 
Schwingung entspricht (Langevin-Born). 
Theorien der Art IV« mit einem Absorptionsstreifen. 


kleiner als (7) entspricht. 
2. Die Temperaturabhängigkeit. Nach allen Theorien, Be, A 
die dem Punkt 1 genügen, ist die Doppelbrechung proportional 


~ va & 


dem temperaturabhängigen Faktor (« + 2)? 1? , Sieunter- 


scheiden sich durch die Temperaturabhängigkeit des nächsten 5 2 
Faktors. 

g _ Nach den Theorien der Gruppe I ist er temperaturabhängig. 


Nach Langevin ist er ~ 1/7. 
der Dipoltheorie = 1/T?. 


ı) H. E. Me Comb, Phys. Rev. 29. S. 525. 1909; N. Lyon, at we 
Ann. d. Phys. 46. S. 758. 1915. 3 
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Nach den Theorien der Art IV« unbestimmt. = 

Nach den Theorien der Art IVf weniger abhängig als 
nach III. 

Die Messungsergebnisse sind noch nicht ganz eindeutig. 
Nach Bergholm!) verläuft die Kurve für Toluol, Xylol, 
Schwefelkohlenstoff, bei denen keine Dipole?) zu erwarten sind, 
etwa entsprechend der Langevinschen Theorie, eher mit etwas 
geringerer Temperaturabhängigkeit. Das ließe sich durch das 
Zusammenwirken eines quadratischen Starkeffektes (temperatur- 
unabhängig, I) und eines Langevinschen Richtungseffekts 
erklären oder auch nach IV. Bei Brom- und Chlorbenzol ist 
das Verhalten ebenso, obwohl man Dipole vielleicht erwarten 
könnte. Bei Chloroform und Äthyläther fanden Bergholm und 
Lyon?) eine etwas stärkere Temperaturabhängigkeit als 1/7, 
was auf die gleichzeitige Anwesenheit des Langevineffektes 
und fester Dipole deutet. Bei beiden Substanzen sind Dipole’) 
vorhanden. Übrigens haben beide Substanzen negative Kerr- 
konstante, was nach der Langevinschen Theorie allein nicht 
zu erklären wäre. Die Temperaturabhängigkeit gilt für den 
absoluten Betrag dieser Größe. 

3. Für das Verhältnis . — - ergibt die Richtungstheorie in 
der Langevin-Bornschen Form das Verhältnis — 2. Nach den 
Theorien der Gruppe I ist das Verhältnis je nach der speziellen 
Form des Starkeffektes verschieden und ist gleich dem Ver- 
hältnis der entsprechenden Schwerpunktsverschiebungen. Die 
Experimente‘) haben noch keine eindeutige Entscheidung ge- 
bracht, weil Elektrostriktion und Wärmeentwicklung die 
Messungen fälschen. 

Für die Richtigkeit der Langevin-Bornschen Theorie 
wäre es entscheidend, zu wissen, ob tatsächlich zwei Ab- 


1) C. Bergholm, Ann. d. Phys. 51. S. 414. 1916; Zeitschr. f. 
Phys. 8. S. 68. 1921; G. Szivessy, Zeitschr. f. Phys. 2. 8. 30. 1920. 

2) H. Isnardi, Zeitschr. f. Phys. 9. S. 153. 1922. Übrigens hat 
auch Toluol ganz schwache Dipole. Brom- und Chlorbenzol sind nicht 
untersucht. 

8) N. Lyon und F. Wolfram, Ann. d. Phys. 63. 8. 739. 1920; 
N. Lyon, Zeitschr. f. Phys. 8. S. 64. 1921. 

4) F.Himstedt, Ann. d. Phys. 48. S. 1061. 1915; 59. $. 832. 1919. 
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sorptionsstreifen im berechneten Abstand vorhanden sind. 3 a 
Leider liegen die maßgebenden Streifen stets im Ultraviolett. he a 


Fiir CS, berechnet Langevin einen Streifenabstand = 0,21. u 


Die Dispersion von CS, ist über ein sehr breites Gebiet von _ 
Flatow!) angegeben und scheint tatsächlich auf das Vor- © 
handensein mehrerer ultravioletter Absorptionsstreifen hinzu- 
| weisen. 

3 j $3. Theorie des Faradayeffektes. *) 
Beim Faradayeffekt findet sich ein Unterschied im Brechungs- 
; exponenten von rechts- und links-zirkularpolarisiertem Licht, 
N das in der Richtung der magnetischen Kraftlinien den Körper 
l durchsetzt. Dieser Unterschied ist proportional dem Feld §, 
nicht dem Quadrat. 
3 Wir haben den Faradayeffekt anzusehen als die Wirkung __ 
) des Zeemanneffektes auf den Brechungskoeffizienten. Hierbei 
- ist zu beachten: Der Zeemanneffekt ist proportional dem Feld 
t (entsprechend Theorie II des Kerreffektes), in der Längsdurch- 
1 sicht, auf die es hier ankommt, sind die beiden Komponenten 
des klassischen Dubletts entgegengesetzt polarisiert, heben sich 
daher im Gegensatz zu dem entsprechenden Fall des (trans- 


r versalen) Kerrefiektes auch in erster Ordnung nicht auf, d.h. 
n der Effekt selbst ist der Aufspaltung, d.h. § direkt proportional. 
a Der Auffassung entspricht es, daB bei fast allen Substanzen 
r die Drehung der Polarisationsebene positiv ist, was bedeutet, 
e daß die kurzwellige Komponente rechts-*), die langwellige 
4 links zirkularpolarisiert ist, d.h. der Brechungsexponent des 
1e rechts-zirkularpolarisierten Lichtes ist durch das Abrücken des 
Streifens kleiner, der des linksdrehenden durch das Heran- 
ie rücken des betreffenden Streifens größer geworden. Entgegen- 
b- gesetzten Faradayeffekt haben nach Voigt*) nur Eisensalze, 
Salze der seltenen Erden und Titanchlorid. Gerade die a ze = 
f. der seltenen Erden haben aber auch die entgegengesetzten 
at 1) E. Flatow, Ann. d. Phys. 12, S. 85. 1903. 5 Bar 
ht 2) Man vergleiche auch die Darstellung von H. A. Lorentz, Enz. 2 
d. math. Wiss. V. 22. S. 245f. Leipzig 1909. we. 
10; 3) rechts-zirkularpolarisiert soll eine Drehung in der Richtung des kas = Br 


positiven magnetisierenden Stromes bedeuten. 


4) W. Voigt, a.a.O., 8. ud | 
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Drehungen im longitudinalen Zeemanneffekt’), also das falsche 
Vorzeichen der Larmorpräzession. Die Zuordnung zwischen 
Zeemann- und Faradayeffekt dagegen ist wieder richtig. Für 
die Eisensalze und das Titanchlorid sind die entsprechenden 
 Zeemanneffekte (im Absorptionsstreifen des Salzes!) nicht bekannt, 
so daß sich hier nichts sagen läßt. 

Würden die Verhältnisse genau so liegen wie eben be- 
schrieben und wäre die primäre Aufspaltung gegeben durch 
+ 6 (eventuell als Schwerpunkt), so ergibt sich bei der Annahme 
eines einzigen Absorptionsstreifens 


(21) 6 —n)  — 2%Q (+9) 


Also wieder die Havelocksche Abhängigkeit von v. Tat- 
sächlich hat sich diese Formel auch bei vielen Stoffen gut 
bewährt.2) Andere Messungen aber ergaben °) 


% 

d.h. es sieht so aus, als ob nicht », eine Aufspaltung + 0 
erlitte, sondern » eine solche von +0. Auf Grund der klassi- 
schen Theorie ergibt sich gerade die zweite Formel. Mathe- 
matisch kommt das so zustande, daß die Kraftgleichung als 
Einfluß des Magnetieldes [v5] enthält, durch das v tritt dann 
das » als Faktor auf. Physikalisch heißt das folgendes. Ohne 
Magnetfeld fällt auf das Molekül der Eigenfrequenz », die 
rechts- oder linksdrehende Welle. Wird das Magnetfeld ein- 
geschaltet, so bekommt das Molekül eine Drehung, die Larmor- 
präzession, von der Frequenz ö und zwar nach rechts. Es 
dreht sich also der linksdrehenden Welle entgegen und reagiert 
auf diese, wie das ruhende Molekül auf eine Welle der Frequenz 
v + ö reagiert hätte, entsprechend wirkt jetzt die rechtsdrehende 
Welle auf das Molekül wie eine solche der Frequenz » — 4. 


(22) ny — mye q 


1) J. Beequerel, Phys. Zeitschr. 8. S. 632. 929. 1907. 
2) A. Cotton und H. Mouton, Compt. rend. 147. S. 193. 1908: 
C. A. Skinnes, Phys. Rev. 29. S. 541. 1909. 


8) H. Becquerel, Compt. rend. 125. $. 679. 1897. 
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Linie entgegengesetzt polarisiert sind. u 
4 Zusammenfassung. 
Inhalt der bisherigen Theorien des Kerreffektes und 


ail Zur Theorie des Kerr- und Faradayeffektes. 


Kan § 4. Longitudinaler Kerreffekt. 

Wir sind nun ohne weiteres imstande anzugeben, was wir 
für den noch nicht beobachteten longitudinalen Kerreffekt 
erwarten dürfen. ion 

Wir werden jedenfalls keine Doppelbrechung bekommen, 1 En a 
daß folgt aus der vollständigen Symmetrie um das elektrische De 
Feld, sondern nur einen vom gewöhnlichen verschiedenen =~ 
Brechungsindex n’. 

I und IL Wir können ohne weiteres Formel (5) bzw. (8) 
für n’ — n, benützen, wobei die Indizes an ö und A wegfallen. 

Nach der Langevin-Bornschen Theorie erhalten wir nach 
damaligen Bezeichnungsweise, daß Moleküle, deren all 
> 5 4 0,, proportional ist, mit ihrer Hauptachse (Schwingung 1) Re S 
aus der jetzt allein optisch wirksamen Lage (z. B. x — Achse) nem 


herausgedreht und dafiir mit der Schwingung 2 in diese Ebene E SEE | 


kommen. Es ist also: 
— on A Qız + = 4 Qı 
(9) 
_ Adis ( n?—1 
~ +e \m+2)’ 
d. h. 
( 1 
(21) —n, = (n,—n)=- —%)- 


Die andere angedeutete Richtungstheorie ergibt einen mit _ Be; 
stärker werdender Richtung sich 1 immer mehr äahernden ~~ 
Brechungsexponenten, da für in der Feldrichtung fortgepflanztes 
Licht immer weniger absorbierende Moleküle da sind. : 

Die Theorien der Gruppe IV verhalten sich denen der 
Gruppe III ganz analog. Der Unterschied zwischen longi- 
tudinalem Kerr- und Faradayeffekt rührt daher, daß die Kom- 
ponenten im longitudinalen Starkeffekt unpolarisiert, im longi- 
tudinalen Zeemanneffekt auf beiden Seiten der ursprünglichen 


ihre Deutung im Sinne der Quantenauffassung läßt sich am Br Re 
besten erkennen, wenn man die Untersuchung in zwei Teile teilt. a Er 


K. F. Herzfeld pel 4 

Nach den Theorien der Art IV« unbestimmt. = 

Nach den Theorien der Art IV? weniger abhängig als 
nach III. 

Die Messungsergebnisse sind noch nicht ganz eindeutig. 
Nach Bergholm!) verläuft die Kurve für Toluol, Xylol, 
Schwefelkohlenstoff, bei denen keine Dipole?) zu erwarten sind, 
etwa entsprechend der Langevinschen Theorie, eher mit etwas 
geringerer Temperaturabhängigkeit. Das ließe sich durch das 
Zusammenwirken eines quadratischen Starkeffektes (temperatur- 
unabhängig, I) und eines Langevinschen Richtungseffekts 
erklären oder auch nach IV. Bei Brom- und Chlorbenzol ist 
das Verhalten ebenso, obwohl man Dipole vielleicht erwarten 
könnte. Bei Chloroform und Äthyläther fanden Bergholm und 
Lyon?) eine etwas stärkere Temperaturabhängigkeit als 1/7, 
was auf die gleichzeitige Anwesenheit des Langevineffektes 
und fester Dipole deutet. Bei beiden Substanzen sind Dipole’) 
vorhanden. Übrigens haben beide Substanzen negative Kerr- 
konstante, was nach der Langevinschen Theorie allein nicht 
zu erklären wäre. Die Temperaturabhängigkeit gilt für den 
absoluten Betrag dieser Größe. 

3. Für das Verhältnis ~ > ergibt die Richtungstheorie in 
der Langevin-Bornschen x Auen das Verhältnis —2. Nach den 
Theorien der Gruppe I ist das Verhältnis je nach der speziellen 
Form des Starkeffektes verschieden und ist gleich dem Ver- 
hältnis der entsprechenden Schwerpunktsverschiebungen. Die 
Experimente‘) haben noch keine eindeutige Entscheidung ge- 
bracht, weil Elektrostriktion und Wärmeentwicklung die 
Messungen fälschen. 


Für die Richtigkeit der Langevin-Bornschen Theorie 
wäre es entscheidend, zu wissen, ob tatsächlich zwei Ab- 


1) C. Bergholm, Ann. d. Phys. 51. S. 414. 1916; Zeitschr. f. 
Phys. 8. S. 68. 1921; G. Szivessy, Zeitschr. f. Phys. 2. S. 30. 1920. 

2) H. Isnardi, Zeitschr. f. Phys. 9. S. 158. 1922. Übrigens hat 
auch Toluol ganz schwache Dipole. Brom- und Chlorbenzol sind nicht 
untersucht. 

3) N. Lyon und F. Wolfram, Ann. d. Phys. 63. 8. 739. 1920; 
N. Lyon, Zeitschr. f. Phys. 8. S. 64. 1921. 
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sorptionsstreifen im berechneten Abstand vorhanden sind. 
Leider liegen die maßgebenden Streifen stets im Ultraviolett. 


Für CS, berechnet Langevin einen Streifenabstand a = 0,21. u 


Die Dispersion von CS, ist über ein sehr breites Gebiet von 
Flatow’) angegeben und scheint tatsächlich auf das Vor- 
handensein mehrerer ultravioletter Absorptionsstreifen hinzu- 
weisen. 

$3. Theorie des Faradayeffektes. *) 


Beim Faradayeffekt findet sich ein Unterschied im Brechungs- 
exponenten von rechts- und links-zirkularpolarisiertem Licht, 
das in der Richtung der magnetischen Kraftlinien den Körper 
durchsetzt. Dieser Unterschied ist proportional dem Feld 9, 
nicht dem Quadrat. 

Wir haben den Faradayeffekt anzusehen als die Wirkung 
des Zeemanneffektes auf den Brechungskoeffizienten. Hierbei 
ist zu beachten: Der Zeemanneffekt ist proportional dem Feld 
(entsprechend Theorie II des Kerreffektes), in der Längsdurch- 
sicht, auf die es hier ankommt, sind die beiden Komponenten 
des klassischen Dubletts entgegengesetzt polarisiert, heben sich 
daher im Gegensatz zu dem entsprechenden Fall des (trans- 
versalen) Kerreffektes auch in erster Ordnung nicht auf, d.h. — 
der Effekt selbst ist der Aufspaltung, d.h. § direkt proportional. _ 

Der Auffassung entspricht es, daß bei fast allen Substanzen 
die Drehung der Polarisationsebene positiv ist, was bedeutet, a 
daß die kurzwellige Komponente rechts-°), die langwellige 
links zirkularpolarisiert ist, d.h. der Brechungsexponent de 
rechts-zirkularpolarisierten Lichtes ist durch das Abrücken des u 
Streifens kleiner, der des linksdrehenden durch das Heran- 
rücken des betreffenden Streifens größer geworden. Entgegen- 
gesetzten Faradayeffekt haben nach Voigt*) nur Eisensalze, 
Salze der seltenen Erden und Titanchlorid. Gerade die Salze 
der seltenen Erden haben aber auch die entgegengesetzten i 


1) E. Flatow, Ann. d. Phys. 12, S. 85. 1903. N nu 3 
2) Man vergleiche auch die Darstellung von H. A. Lorentz, Enz. ees 


d. math. Wiss. V. 22. 8. 245f. Leipzig 1909. 

3) rechts-zirkularpolarisiert soll eine Drehung in der Richtung des En oo 
positiven magnetisierenden Stromes bedeuten. 
4) W. Voigt, a. a. O., S. 20. 
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Drehungen im longitudinalen Zeemanneffekt’), also das falsche 
Vorzeichen der Larmorprizession. Die Zuordnung zwischen 
Zeemann- und Faradayeffekt dagegen ist wieder richtig. Für 
die Eisensalze und das Titanchlorid sind die entsprechenden 
Zeemanneffekte (im Absorptionsstreifen des Salzes!) nicht bekannt, 
so daß sich hier nichts sagen läßt. 

Würden die Verhältnisse genau so liegen wie eben be- 
schrieben und wäre die primäre Aufspaltung gegeben durch 
+ ö (eventuell als Schwerpunkt), so ergibt sich bei der Annahme 
eines einzigen Absorptionsstreifens 


(21) 6 (n? 2% (% (+ ö) 


oder 


+ 3n 


Also wieder die Havelocksche Abhängigkeit von ». Tat- 
sichlich hat sich diese Formel auch bei vielen Stoffen gut 
bewährt.) Andere Messungen aber ergaben ®) 


(n? - 1? 5 


d.h. es sieht so aus, als ob nicht » eine Aufspaltung + 0 
erlitte, sondern » eine solche von +0. Auf Grund der klassi- 
schen Theorie ergibt sich gerade die zweite Formel. Mathe- 
matisch kommt das so zustande, daß die Kraftgleichung als 
Einfluß des Magnetieldes [v5] enthält, durch das v tritt dann 
das v als Faktor auf. Physikalisch heißt das folgendes. Ohne 
Magnetfeld fällt auf das Molekül der Eigenfrequenz », die 
rechts- oder linksdrehende Welle. Wird das Magnetfeld ein- 
geschaltet, so bekommt das Molekül eine Drehung, die Larmor- 
präzession, von der Frequenz 3 und zwar nach rechts. Es 
dreht sich also der linksdrehenden Welle entgegen und reagiert 
auf diese, wie das ruhende Molekül auf eine Welle der Frequenz 
v + ö reagiert hätte, entsprechend wirkt jetzt die rechtsdrehende 
Welle auf das Molekül wie eine solche der Frequenz » — 6. 


1) J. Beequerel, Phys. Zeitschr. 8. S. 632. 929. 1907. 

2) A. Cotton und H. Mouton, Compt. rend. 147. 8. 193. 1908; 
C. A. Skinnes, Phys. Rev. 29. S. 541. 1909. 
8) H. Becquerel, Compt. rend. 125. 8. 679. 1897. 
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1 84. Longitudinaler Kerreffekt. 


Wir sind nun ohne weiteres imstande anzugeben, was wir 
fir den noch nicht beobachteten longitudinalen Kerreffekt — 
erwarten diirfen. 

Wir werden jedenfalls keine Doppelbrechung bekommen, 
daß folgt aus der vollständigen Symmetrie um das elektrische __ 
Feld, sondern nur einen vom gewöhnlichen verschiedenen 
Brechungsindex n’. 

I und IL Wir können ohne weiteres Formel (5) baw. (8) = 
für n’ — n, benützen, wobei die Indizes an J und 4 wgflen. 

Nach der Langevin-Bornschen Theorie erhalten wir nach 
der damaligen Bezeichnungsweise, daß Moleküle, deren Zahl 


4o,, proportional ist, mit ihrer Hauptachse (Schwingung 1) 


aus der jetzt allein optisch wirksamen Lage (z. B. x — Achse) — 
herausgedreht und dafür mit der Schwingung 2 in diese Ebene __ 
kommen. Es ist also: 


At 
(9) | (n? + 2)? 2 (vu? — v*) 2 (%_? — 
| _ 4a: 2% ( *-i 
d.h. 
(21) -n =(n,—n)= 4m, - Ny) + ~ 


Die andere angedeutete Richtungstheorie ergibt einen mit 
stärker werdender Richtung sich 1 immer mehr nähernden Ber 
Brechungsexponenten, da für in der Feldrichtung fortgepflanztes == 
Licht immer weniger absorbierende Moleküle da sind. a 

Die Theorien der Gruppe IV verhalten sich denen der a 
Gruppe III ganz analog. Der Unterschied zwischen longi- 


tudinalem Kerr- und Faradayeffekt rührt daher, daß die Kom- — R 
ponenten im longitudinalen Starkeffekt unpolarisiert, im longi- os 
tudinalen Zeemanneffekt auf beiden Seiten der ursprünglichen __ 


N 


Linie entgegengesetzt polarisiert sind. 3 
iy 


Zusammenfassung. 

Der Inhalt der bisherigen Theorien des Kerreffektes und x 
ihre Deutung im Sinne der Quantenauffassung läßt sich am 
besten erkennen, wenn man die Untersuchung in zwei Teile teilt. ey ea 
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I. Die Dispersionstheorie, d. h. die Untersuchung des 
Zusammenhangs zwischen Brechungsexponent und Lage und 
Stärke der Absorptionsstreifen. 

II. Die Theorie des Starkeffekts, d.h. die Untersuchung 
der Beeinflussung der Absorptionsstreifen in Stärke und Lage 
durch das äußere Feld. Die verschiedenen Theorien unter- 
scheiden sich nur in letzterem Punkte, indem sie entweder 
einen Starkeffekt der gewöhnlichen Art auf das Einzelmolekül 
oder eine für die verschiedenen Polarisationsrichtungen ver- 
schiedene Intensitätsänderung durch Gleichrichtung der Moleküle 
oder endlich eine Beeinflussung der gegenseitigen Einwirkung 
benachbarter Moleküle annehmen. Die Experimente gestatten 
noch keine eindeutige Entscheidung zwischen den Theorien. — 
Der Faradayeffekt läßt sich entsprechend als Einfluß der 
Larmorpräzession der Moleküle auf den Brechungsexponenten 
darstellen. 

Zum Schluß werden die Formeln für den longitudinalen 
Kerreffekt gegeben. 
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4 Th Theorie der Thermionenströme; 


von Richard Gans. © 


2% 


Als Grundproblem der Elektronenröhren 
das folgende. Gegeben sei die geometrische Anordnung der 
beiden Elektroden im Hochvakuum, ferner die Temperatur der 
Glühkathode und die Potentialdifferenz zwischen Anode und 
Kathode. Zu berechnen ist die Potentialverteilung und die 
Stromstärke. Aus der Potentialverteilung folgt ohne weiteres 
die räumliche Verteilung der Feldstärke und der Ladungen 
sowie der Energiedichte, und kennt man die Stromstärke als 


veränderlich, so hat man damit auch die sog. Charakteristik. 
Wie mansieht, gehtdie Aufgabe über die hinaus, welche Laue’) 
sich gestellt hat, der nur Gleichgewichtszustände behandelt. 
In der vorliegenden Arbeit sollen einige Annahmen ge- 7 a. 
macht werden, die zur Vereinfachung des Problems beitragen, — = > 
ohne die wesentlichen Züge des Vorgangs zu verwischen. N 
Zunächst setzen wir voraus, daß die Elektroden unendlich ic 
ausgedehnte einander parallele Platten sind, während praktisch ~ 
der zylindrische Fall wichtiger ist. Sodann wollen wir, ebenso 
wie andere Autoren, die Diffusionskräfte zwischen den Elek- 
tronen vernachlässigen, also annehmen, daß diese sich nur in- 
sofern beeinflussen, als sie zum elektrischen Potential beitragen. 
Schließlich sollen auch die Vorgänge an den Elektroden, was 
bedenklicher ist, idealisiert werden. Wir wollen von der Bild- 
kraft absehen und weder die Reflexion noch die Sekundär- 
strahlung berücksichtigen, die sicherlich eine gewisse Rolle 
spielen.?) 


1) =. : v. Laue, Jahrb. d. Radioakt. u. Elektronik’ 15. S. 205, 257, 
301. 1918; Jahrbuch d. drahtlosen Telegraphie u. Telephonie 16. 8. 
1920; Ann. d. Phys. 58. $. 695. 1919; Phys. Zeitschr. 20. S. 202. 1919. 
y 0. v. Baeyer, Verh. d. deutsch. phys. Ges. 10. S. 96, 958. 1908; 
Phys. Zeitschr. 10. 8. 168. 1909; E. Gehrts, Ann. d. Phys. 36. 8. 995. - 
1911; O. W. Richardson, Phys. Rev. 29. 8.557. 1909 ; 
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Langmuir’) macht die keineswegs richtige Annahme, daß 
der Potentialgradient an der Kathode verschwindet, daher 
folgt bei ihm auch eine Charakteristik, die Proportionalität 
zwischen der Stromstärke und der °/‚ten Potenz des Potentials 
gibt, d.h. eine Formel, die von dem Sättigungsstrom keine 
Rechenschaft gibt. Schottky?) ist der richtigen Methode am 
nächsten gekommen, indem er die Geschwindigkeitsverteilung 
der aus der Kathode entweichenden Elektronen berücksichtigt 
und eingesehen hat, daß das Vorhandensein eines Potential- 
minimums zwischen den Elektroden einen entscheidenden Ein- 
fluB auf die Stromstärke ausübt. Da er aber die für das 
Potential gültige Differentialgleichung nicht löst, kann er über 
den Wert und die Lage dieses Minimums keine genügend ge- 
naue Angaben machen. 

Das sind die Gründe, die uns veranlassen, das Problem 
unter den oben angegebenen Vereinfachungen, die übrigens 
die früheren Autoren auch eingeführt haben, streng zu be- 
handeln. 

81. Der Vorgang an der Glühkathode. Im Innern der 
glühenden Kathode bewegen sich die Teilchen mit Geschwindig- 
keiten, die dem Maxwellschen Verteilungsgesetze *) entsprechen, 
d. h. es haben 


(1) dN, = 


Teilchen eine x-Komponente der Geschwindigkeit, die zwischen 
v, und v,-+ dv», liegt. Hier 
und es ist m die Masse des Elektrons, N, ihre Anzahl in der 
Volumeinheit, 7 die absolute Temperatur der Kathode. 
Von diesen Teilchen können nur diejenigen aus der Elek- 
trode austreten, deren kinetische Energie senkrecht zur Ober- 


fläche = v,” einen bestimmten, vom Elektrodenmaterial ab- 


1) J. Langmuir, Phys. Rev. (2) 2. S. 450. 1913; Phys. Zeitschr. 15. 
S. 348. 1914; vgl. auch C. D. Child, Phys. Rev. 32. S. 499. 1911. 

2) W. Schottky, Ann. d. Phys. 44. S. 1011. 1914. 

8) Das ist nicht ganz richtig (vgl. § 4), da der im Metall flieBende 
und an seiner Oberfläche austretende Strom (also nicht der Heizstrom) 
die Verteilung, wenn auch nur äußerst wenig, verändert. §§ Fall: 
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hängigen Wert w übersteigt, weil die Grenzschicht Metal- __ 
Vakuum als elektrische Doppelschicht aufzufassen ist. Ist die 
Normalkomponente v, der Geschwindigkeit eines Teilchens so 
groß, daß es ins Vakuum übertreten kann, so hat es dort un- 
mittelbar neben der Elektrode eine Geschwindigkeit »,, die — 
sich aus 


berechnet, wenn ®, und ®, die Potentiale an der inneren 
und äußeren Oberfläche der Elektrode bedeuten und « de 
Elementarladung ist (& ist also negativ). 

Führen wir die dem Potential proportionale Funktion 


ein, die wir der Einfachheit halber im folgenden stets das — i 
Potential nennen wollen, so wird (3) ; 
(5) h(v,? — =u, — = | 

Nach der Kontinuitätsgleichung muß ,dN, =v,dN sein, 
unter v, die Normalgeschwindigkeit an der äußeren Oberfliche 
der Kathode, unter dW, die dort vorhandene Teilchenzahl pro — 
Volumeinheit verstanden, deren Normalgeschwindigkeit zwischen j 
v, und v, +d», liegt. Da ferner nach (5) dv, =v, db, ist, 
so ergibt sich mittels (1) und (5) 


wir die Bezeichnung 4 
> 
q 2Vhn 
ein, wog q die Oberfläche der Kathode bedeutet, so gibt nach (6) 
(8) ev,gdN, =2Jhe-"r'n, dv, 
den Beitrag der betrachteten Gruppe Elektronen zu dem aus der Fer ; 
Kathode austretenden Strom. 
Da, wie wir später sehen werden, J der Sättigungsstrom Er: a 


ist, so erkennen wir in (7) nach Substitution von (2) das = 
Richardsonsche Gesetz der Abhängigkeit zwischen J und 7, 
Ubrigens erkennt man schon jetzt durch Integration von (8) E 
über alle Geschwindigkeiten, daß J die Gesamtemission ist. 
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Laue’) hat auf thermodynamischem Wege eine Formel 
abgeleitet, die in Widerspruch mit der obigen (7) zu stehen 
scheint, doch ist dieser Widerspruch, wie er selbst ?) bemerkt, 
nur scheinbar, da die bei ihm in der Exponentialfunktion auf- 
tretende „Konstante“ eine Funktion der Temperatur sein 


Nach set also 
(9) dN, = 
eq 


die Geschwindigkeitsverteilungsfunktion der Elektronen dar, 
die gerade aus der Glühkathode arsgetreten sind. 

§ 2. Die Differentialgleichung für das Potential und ihr 
Integral. Ein Elektron, das aus der bei x= 2, liegenden 
Kathode mit der Normalgeschwindigkeit v, ausgetreten ist, 
wird sich nach dem Gesetze (Energiegleichung) Kae 


weiterbewegen, wenn v und ® Geschwindigkeit und Potential 
an einer beliebigen Stelle des Vakuums bedeuten. Mittels (2) 
und (4) schreibt diese Gleichung sich 

11) h(v? — v,7)=u—u,. 
= — 4neN, die 
am betrachtetem Orte vorhandene Teilchenzahl in der Volum- 


Die Poissonsche Gleichung liefert 


einheit verstanden, oder mittels (4) eS N 


Jetzt haben wir drei Fälle zu unterscheiden. 
L Fall: u wächst von z= x, (Kathode) beständig bis 
x, (Anode). 
ay IL Fall: u nimmt von z=z, bis z= x, beständig ab. 
«TTL. Fall: u hat zwischen x, und z, ein Minimum. 
Weitere Fälle existieren nicht, denn da nach 15 >0 


ist, kann u kein Maximum haben, und da die Funktion mit 


1) M. v. Laue, Jahrb. d. Radioakt. u. Elektr. 15. S. 205. 1918. 
2) M. v. Laue, ibid. 8. 247. ; ; t 


4; £ 
i 
‘a 
A 
3 
be 
w 
J 
Le 
a 
Be: 


Theorie der Thermionenströme. 389 


ihrer Ableitung stetig ist, sind auch mehrere Minima unmög- 
lich, weil zwischen diesen Maxima liegen müßten. 


1. Fall: für 2, <x<z, sei > 0. Dann wachsen die 


Geschwindigkeiten nach (11) dauernd an, und alle Teilchen ge- 
langen zur Anode. Da nun nach der Kontinuitätsgleichung 
(13) vdN=v, dN, 
ist, so wird aus (12) 

da” kT. 
und mittels (9) und (11) 


(12) du 4n8* 


x 


= 
da? mq 
0 


Durch die Substitution 
(15) hv?+u—-u=s 
geht (14) über in 


wenn zur Abkürzung 


ve 
(17) 0(V2) = fe-eas 


0 
gesetzt ist. (16) ist die für « gültige Differentialgleichung. 
Die Stromstärke i berechnet sich nach der Kontinuitäts- 


gleichung zu 


also nach (9) 


Wir erhalten in diesem Falle also eine von der Potentialdifferenz 
unabhängige Stromstärke, die, wie wir sehen werden, der 
Sättigungsstrom ist. Für diesen also die Charakte- 
ristik die einfache Form an EIER Zu 
(18) 
Annalen der Physik. IV. Folge. 69, Sra 
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ie 
(14) 
| 
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Ein erstes Integral ergibt sich aus (16) durch Multipli- 


kation mit oe = on) und nachfolgende Integration. Wir 
erhalten 

du \2 3 
(19) (Se) 


wenn p(z) die folgende Funktion bedeutet 


(20) p(z) = #[1—O(yz)] 
Die Integrationskonstante c hängt nach (19) mit dem für z = 2 
(an der Kathode) gültigen Wert von du/dx durch die Besichung 
du 
zusammen, ist also stets positiv. 
Aus (19) folgt durch nochmalige oth 


% 
= g(r — z,). 
Hier haben wir die zweite Integrationskonstante bereits so ge- 
wählt, daß u =u, fir z= wird. 
Setzen wir in (21) zur Bestimmung von ¢ «= 2,; u=4u, 
und führen wir den Elektrodenabstand z, — x, = / ein, indem wir 
(22) 


setzen und der Kürze halber A den Elektrodenabstand nennen, 
so erhalten wir 


Das ist bei gegebenem Elektrodenabstand A und gegebener 
Potentialdifferenz u, — u, eine transzendente Gleichung zur 
Bestimmung von c. Führen wir den so ermittelten Wert von 
e in (21) ein, so haben wir damit das Potential x als Funktion 
von x gefunden. 

Der Vergleich von (16) und (12) ergibt für die Raumdichte 


‘ 
= 
» 
iy = A 
4 
- 
er. 
20 
+ 
ar 
— 
Pr 
= 
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Ferner ist der Mittelwert der Geschwindigkeit 
Die elektrostatische Energiedichte ist nach (19) : 
1 (d®@\2 m,/nx J 
und die Feldstarke 


& 


Aus diesem Grunde interessieren uns die in (24) bis (27 
auftretenden Funktionen. Wir haben sie fiir verschiedene 
Werte von c ermittelt und durch numerische Integration 
mittels der Simpsonschen Regel aus (21) g(z — z,) berechnet. 
Damit haben wir dann das Potential, die Dichte, die mittlere 
Geschwindigkeit, die Energiedichte und die Feldstärke als 
Funktionen des Orts gefunden. Tabelle 1 i 
diesbezüglichen Zahlenwerte. 


Potential. 


Fig. 1 stellt in ihrem ersten Quadranten u— u, als 
Funktion von g(z — z,) dar, und zwar für verschiedene Werte 
von c. Graphisch bestimmt man den Wert von c, der zu einer 
bestimmten Potentialdifferenz u, — u, und einem bestimmten 


4 
i- 
ir 

g 

- 

e- 

‘ir 

es 

on 

ite 
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Elektrodenabstand A gehört, indem man in Fig. 1 A von 0 
nach rechts als Abszisse und x, — u, als Ordinate aufträgt. 
Dadurch kommt man zu einer ganz bestimmten Kurve der 
Schar. Liegt der durch die Koordinaten A, u, — u, bestimmte 
Punkt nicht oberhalb, sondern unterhalb der für ce = 0 gültigen 
Kurve, so gelangt man auf diese Weise zu keiner Kurve der 
Schar; dann liegt eben der bisher behandelte Fall du/dz überall 
> 0 nicht vor. Die möglichen Wertepaare A, u, — u, werden 
von den nicht möglichen durch die Kurve 


so liegt der von uns soeben "behandelte Fall vor. | 
Dichte. 


18 


Die Figuren 2 bis 5 stellen die Dichte, die mittlere Ge- 
schwindigkeit, die elektrostatische Energiedichte und die Feld- 
stärke als Funktionen des Orts dar. 

U. Fall: für x, <z<z, sei <-0. Die kalte Elek- 
trode hat dann ein niedrigeres Potential als die heiße, es ist 
also eine „Gegenspannung“ angelegt. Die Geschwindigkeiten 


392 
w 
P- 
Pr. 
nn ~ 
| P -f 
Fig. 2. 
ee 


Mittlere 


> 


2 

: 0 2 4 6 8 10 
= 

7 
t -2 0 2 4 6 8 10 : 


a 894 R. Gans. 


ie Er der Elektronen nehmen somit auf ihrem Wege ab, und es 
wird Teilchen geben, die mit so geringer Geschwindigkeit von 
a der Kathode fortgehen, daß sie nicht zur Anode gelangen, 
= sondern an einer bestimmten Stelle umkehren und mit der 
zur Kathode zurückkehren. 


Fig. 5. 


Fassen wir eine bestimmte Stelle z ins Auge, die das 
Potential u hat, so gehen durch diese alle Teilchen zweimal, 
nämlich auf dem Hin- und Rückweg hindurch, die zwischen x 
und z, umkehren. Nennen wir v,’ die Anfangsgeschwindigkeit der 
E Teilchen, die in z umkehren, v,” die derjenigen, welche in z, 
umkehren, so ist ihr Beitrag zu N nach (13), (9) und (11) 


vr 


eq Vho +u- +u— 
a Der Faktor 2 rührt vom Hin- und Rückweg her. 

ies Die Teilchen dagegen, welche eine Anfangsgeschwindigkeit 


5 > v,” haben, gehen glatt zur Anode durch, ohne umzukehren. 
Ihr Beitrag zu N ist 


fer 


- ende 


( 
2 5 6 8 10 
- 


- 
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Aus (11) ergibt sich = eo 
(29) hv,” =u, —u; =u—U, 
so daB aus N = f dN + f dN” mittels der Substitution (15) 
Vu-u, 
(30) {8 e-"ds +fe -"ds} 
Us 


wird und somit (12) in 

übergeht. 


Multiplikation mit du/dz und Integration ergibt analog 
wie im Falle I 


2 


(38) r(z) = — 1) — p(e) 
bedeutet. c’ ist stets > 0, denn es ist We’, 


Zur Stromstärke tragen jetzt nur die Teilchen bei, die 
bis zur Anode gelangen, während zur Dichte auch die Elek- 
tronen, die sich auf dem Rückwege befinden, einen Beitrag 
liefern, wie wir gesehen haben. Es ist also 


imeqfo vdN” = eq were 


2 


oder nach (29) 


Dies ist die Charakteristik fir den Fall II. 
Aus (32) folgt für die Potentialverteilung durch nochmalige 
Integration 


(35) 


uU— Us 
dx 
= 


$ 


Setzt man u = u,; z =z, und wie früher g(z, — z,)—g/ eg 


=A, so wird 
(36) 


dx 
2 


die transzendente Gleichung zur Bestimmung von ¢’. 


fs 
5 
re 
ve 
Er 
4 
= 
ors. 
| 
N: 
— 
= 
: 
ä 
28 
Be; 
| 
Er. 
Br 


Da c 20 ist, muß im Falle II sein 


0 


Vr@) 
Der zweite Quadrant der Fig. 1 stellt u — u, als Funktion | 
(uy — 
von m (z, —x) dar. Graphisch bestimmt man c’, in- 


dem man Ae” "7 von 0 aus nach links als Abszisse, u, — u, 
nach oben als Ordinate abträgt. 

Die Figuren 2 bis 5 stellen in ihrer linken Hälfte die 
Dichte, die mittlere Geschwindigkeit, die elektrostatische 
Energiedichte und die Feldstärke als Funktion des Orts dar. 

Im Falle I liegt die Glühkathode in den Figuren in 0, 
die Anode irgendwo rechts davon, im Falle II liegt die Anode 
in 0, die Glühkathode irgendwo links davon. 


Tabelle 1 in §6 gibt die der Dichte proportionale Funktion 
e[1+ 0(yz)], r(z) sowie 


fir c = 0 und c’ = 2. 


(x) +e’ 


I. Fall: 4% <0 für 2,<2 <2; 44 > 0füre<e<z, 
a hat also im Pasko z einen Minimalwert w’. 

Wir stellen zunächst die Differentialgleichung für 2’ < x < 2, 
auf, d. h. zwischen dem Minimum und der Anode. 

Nach (12’) im Verein mit (9) folgt eine Gleichung, die 
ganz analog (14) ist, nur sind die Grenzen des Integrals auf 
der Rechten andere. Es tragen nämlich alle die Elektronen 
zur Dichte im betrachteten Gebiet bei, die über das Minimum 
hinüberkommen, für die nach (11) also 


o> hv,? > u— u. 


is 

oder mittels der Substitution (15) und Beachtung von (17) 


“= 
ay? 
( 
| 
| 
| 
: | 
| 
| 
3 
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Multiplikation mit du/dz und Integration ergibt 

dz 

Die Integrationskonstante ist bereits so bestimmt, daß 2 a” :0 

fir «=. Nochmalige Integration liefert 


Hier ist bereits beachtet, daß für z = z’ das Potential u 
den Wert uw’ annimmt. x’ und u’ sind die beiden Integrations- 
konstanten des Integrals (40) von (38). 

Für z, <z<z’, d.h. zwischen Glühkathode und Minimum, 
tragen in einem Punkte x zur Dichte bei erstens alle Teilchen, 
welche zwischen z und z’ umkehren werden und die, welche 
dort bereits umgekehrt sind, die entsprechenden Geschwindig- 
keiten v, sind also doppelt zu zählen (auf dem Hin- und Rück- 
wege), zweitens die Teilchen, die über z’ hinausfliegen und zur 
sant gelangen. Diese sind natürlich einfach zu zählen. 
Somit folgt aus im mit (9): 

oder mittels der sr (15) und Einführung vongundO = 
nach (17): 
2 

Das erste Integra wird mit Einführung der Funktion r 
(42) (22) =g'e r(u — u) 

Die Integrationskonstante ist hier bereits so bestimmt, daß 
fir Nochmalige Integration 


dz 


2, 


(43) 


7 
FIT 
5 
40 “és > = 2 
( ) [= = ge (z 2). a 
1 
4 
dt 3 
—— = 6 g\z 2); = 
da für z= 2 u= uw werden soll. OF 
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(40) und (43) stellen « als Funktion von z dar fir 2’ <z 
baw. 2’ >. Fir z = 2’ sind u und du/dz, wie es sein muß, stetig. 


wirklich zur Anode gelangen, es ist also nach (13) und (9) 


imeg fodN=eq [v, = 27h fc dv, 


ya 


: Man beachte, daß man die rechten Seiten der Gleichungen 
(21), (85), (40), (43) mit Benutzung der Beziehungen (18), (84), 


| (44) einheitlicher — 2); 9/5 — 2); — 2’); 
— x) schreiben kann. 
Für den Fall III gilt also in Fig. 1 die untere Kurve 
(ce = 0), und zwar liegt die Glühkathode irgendwo links, die 

Anode rechts von 0. Die Potentialdifferenz zwischen der 
Kathode und dem Minimum steht nach (44) in einfachem 

Zusammenhang mit dem Sättigungsgrad :/J. 

§ 8. Die Charakteristik. Die Beziehung zwischen i/J und 
u, — u, heißt die Charakteristik. Sie enthält den Elektroden- 
abstand oder nach (22) die Größe A als Parameter. 

Im Falle I hatten wir Ben [siehe Gleichung (18)] 


(45 a) 


7 
Diese Formel gilt nach (28') für “at: 


My — 


b ax 
(46.8) 


Im Falle II ist nach (34): 


Zur Stromstärke i tragen nur die Teilchen bei, welche 


; 
: 
— 
4 | 
| 
14 
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folgt. 
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Im Falle III folgt durch Einsetzen von u = u,; z = z, in 
(40) sowie v=u; =z, in (43) und nachfolgende Addition: 


U—u 


dx dx - 
Setzen wir nach (22) g(z, — z,) = gl = A; nach (44) u, — w’ 
J 
= In — und =u,—u, +u,—u = u,—u, + In 


so folgt in diesem Falle u Charakteristik: ie: ava 
In — +ln 


(45) ıy5 = fz 


Dieser Fall gilt fir 


(46c) ? für u,>u, und 4= fr he 


0 
Lassen wir bei festgehaltenem Elektrodenabstand A,u, — u, 
stetig von — oo bis + oo wachsen, so haben wir drei Gebiete 
zu unterscheiden. Erstens das Gebiet der „starken Gegen- 
spannungen“ (Fall II), in dem u, — u, < 0 ist, und das bis zu 
zu der durch (46b) gegebenen Spannung gilt. Um diese Grenze 
bestimmen zu können, ist in Tab. 2 des 8 6 die Funktion 


e? f —— berechnet. Von dieser negativen Spannung an bis 


zu der durch (46a) gegebenen positiven Spannung gilt (45c). 
Dieses Gebiet (Fall III) wollen wir das der „mittleren Span- 
nungen“ nennen. Die Charakteristik für diesen Teil berechnet 
sich mittels der Tab. 2 des § 6 leicht, indem man einen Wert 


J 
In — 
i 
von i/J zwischen 0 und 1 annimmt, daraus A v5 _ f ER 
3 V r(x) 


ermittelt und dann mittels der Tabelle fir f BF denjenigen 
Vee) 


Wert z= u, — u, + In 3 sucht, für den das Integral den Wert 


In} 


x 


i 
5 
Ei 
a 
is 
A 
7 
: 
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Als Spezialfall ergibt sich aus (45c) der ,,spontane Strom“ 
i,, 4. h. der Strom, der ohne Spannungsdifferenz zwischen den 
Elektroden (u, — u, = 0) entsteht. Es ist 


In 


Um ihn für ein gegebenes A sofort ermitteln zu können, 


dx 


haben wir die Funktion e*” fi berechne (vgl. 


Tab. 2 in 86). Der Wert z, für on diese Funktion den 
Zahlenwert A ergibt, ist In J/i,. 

Das dritte Gebiet (Fall I) der „hohen Spannungen“ oder 
der „Sättigung“ ist schließlich durch (46a) gegeben. Hier 
gilt (45a), d.h. der Sättigungsstrom ist erreicht. 

Um zu zeigen, wie die Zahlenrechnung sich m 


wählen wir als Beispiel 2 = 3. Aus der Tabelle für e”? IF 


finden wir, daß diese Funktion den Wert 3 für z = 1,154 an- 
nimmt, d.h. für u, — u, <— 1,154 berechnet sich :/J nach 
(45b). Ferner ergibt sich, daß für z = 1,526 das Integral 


f = 8 ist, dh. für > 1,526. Zwischen 
0 


diesen beiden Potentialwerten gilt (45c). Der spontane Strom 


ergibt sich aus e*/? —- + — I, Nach der Tabelle für 


diese Funktion folgt, daß sie fir z = 0,3861 den Wert 3 
annimmt, also ist In = = 0,3861, und somit gilt für u, — u, = 0: 


0,6797. 


Die folgende Tabelle enthält die Charakteristiken für 2 = 3 
und A = 10 (vgl. Fig. 6). Wir erkennen den typischen Verlauf 
der Strom-Spannungskurve und finden die bekannte Erscheinung 
wieder, daß die Sättigung erst bei höheren Spannungen erreicht 
wird, wenn der Elektrodenabstand größer ist. 
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Der Sättigungsstrom wird nach unserer Theorie nicht etwa 
asymptotisch für lim u, — u, = oo, sondern für einen endlichen 
Spannungswert erreicht. 


A= 38 A= 10 
a a 
Uy — u, 7 Uy — U 

— 2,485 008838 — 4,605 0,0100 

— 1,946 01429 912 0,0200 

— 1,386 0,2500 = 2,998 0,0499 ; 

— 1,154 0,3154 = 1,881 0,1400 = 

— 0,5137 0,5000 0,000 0,2288 Oe sie 
0,0000 0,6797 2,429 0,4000 er 
0,4161 0,8000 5,040 0,8000 
0,8120 0,9000 1,833 0,8000 Re 
1,175 0,9700 9,731 ayy 
1,526 1,0000 10,98 

Charakteristik. 


ALAM 


: § 4. Korrektion der Richardsonschen Formel. Wir hatten 
in § 1 angenommen, daß im Innern der Glühkathode die 
Geschwindigkeiten der Elektronen nach dem Maxwellschen 

3 Gesetze verteilt sind. Das ist nicht ganz richtig, da sich der 

if ungeordneten Wärmebewegung die geordnete Bewegung des in 

g das Vakuum austretenden Stroms überlagert. Deshalb wollen 

it wir im folgenden zeigen, daB die theoretisch vorhandene 
Korrektion praktisch ohne Bedeutung ist. 


Je 


4 q 
= a 
ha 
-2 0 2 4 6 6 
3 ig. 6. — 
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Wir nehmen mit Lorentz an, daß im Metall nur die 
Elektronen beweglich sind, während die positive Elektrizität 
an den festliegenden Molekeln haftet, die als Kugeln angesehen 
werden dürfen, Dann gilt!) für die Verteilungsfunktion der 
Geschwindigkeitskomponenten £, 7, & bei Vorhandensein eines 
Stroms i: 


Da nun der heraustretende Strom 


a) f f f 


bedeutet (siehe § 1), so Babstitution von (48) in (49): 


8h? 


Im zweiten Term rechts führen wir Zylinderkoordinaten 
& o=Yn’+L? ein und erhalten für denselben 


oder, wenn wir A(§* + 9?) = s? als neue Variable anstatt o 


einführen, 


= Schließlich führen wir ‘aie neue veränderliche Vhe=tein 
Klare. 
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so daß nach (51) ase 
_w 
J eN,e *7 i w 
q 2Yhn q 


Der erste Term rechts entspricht der Richardsonschen 
Formel, das Zusatzglied wird durch die Stromstärke hervor- 
gerufen. 


(53) Wz) = 3 | | e-*ds. 


: Fir groBe Argumente gilt die halbkonvergente Entwicklung 


1 1-8 1-3-5 
fe “ds= (l +...); 
t 


also wird mit z = @ 


r 1-3 1-8-5 
wir U durch die Gleichung: 


(22) 


so genügt U der Differentialgleichung: 
dU 1 1°38 

(56) U— r 1 — ur 
mit der Nebenbedingung lim (e-*U)=0 (56) 


Setzen wir als Integral von (56) an: aa miei 


so erhalten wir aus (56): sun. 

n= 

und durch Verglichung A, so daß 

68) 3465 


| 
4 
2, 
iv 
A 
. aM 
bs 
N 
Kr: 
D 
1. 


a= 1 5 35 315 
(59) ‘(1 (2%)? + (22) | 
: Die Auswertung ergibt: 
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wird, denn das noch hinzukommende Integral Ce der homogen 
gemachten Gleichung (56) verschwindet wegen (56’). 
Somit wird schließlich 


Da nach Langmuir’) für Wolfram += = 5,25-10* gilt, 
so ergibt sich z.B. für 7 = 2625° er 
(Ep) = #20) = 1,51.10°%, sig 

die Korrektion ist also gänzlich zu vernachlässigen. 

§ 5. Zusammenfassung und Ausblick. 1. Der Vorgang an 
der Glühkathode erklärt sich durch die Bewegung der Elektronen 
in ihrem Innern nach dem Maxwellschen Verteilungsgesetz 
[Gleichung (1). Wegen einer elektrischen Doppelschicht auf 
der Metalloberfläche können nur Elektronen entweichen, deren 
Normalgeschwindigkeit einen bestimmten Wert überschreitet 
[Gleichung (3)]. Integriert man über alle Teilchen, die in der 
Zeiteinheit entweichen, so erhält man den Sättigungsstrom in 
der Form des Richardsonschen re [Gleichung (7)]: 


J=ayYTe 7 


‘ ete 2. Die von der Glühkathode losgelösten Elektronen 


bewegen sich nach dem Energieprinzip. Das in diesem vor- 
kommende elektrische Potential ® ergibt sich aus der Poisson- 
schen Gleichung A® = — 4& N [Gleichung (12)], die Strom- 
stärke aus der Formel «= e9>;Nv. Da aber Teilchen durch 
die Raumladungen so verzögert werden können, daß sie zur 
Kathode zurückkehren, so ist zu beachten, daß sowohl die auf 
dem Hinweg wie auch die auf dem Rückweg befindlichen 
Elektronen zur Dichte N beitragen, dagegen liefern zu > Wx, 


1) J. Langmuir, Phys. Zeitschr. 15, 8. 517. 1914. 
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d.h. zum Strom, nur diejenigen Elektronen einen Beitrag, die 
zur Anode gelangen. 

3. Wegen dieses verschiedenen Verhaltens sind drei Gebiete 
zu unterscheiden, das der starken Gegenspannungen, das der 
mittleren Spannungen und das der hohen Spannungen oder der 
Sättigung. In allen Fällen lassen sich die Dichte, die mittlere 
Geschwindigkeit, die Energiedichte und die Feldstärke als 
Funktionen des Orts durch Integration einer Differential- 
gleichung 2. Ordnung gewinnen ($ 2). 

4. Die Strom-Spannungskurve setzt sich aus drei Teilen 
stetig zusammen, die den drei eben erwähnten Gebieten ent- 
sprechen. Für starke Gegenspannungen 


VP 
während die Charakteristik in dem Zwischengebiet —_ 
dx dx 


autet. 
5. Die ganze Theorie benutzt die folgenden Konstanten: 

die Planck-Boltzmannsche Konstante 4, Ladung « und 
Masse m des Elektrons als universelle Konstanten, die beiden 
Materialkonstanten der Richardsonschen Formel a und 3, 
die absolute Temperatur der Glühkathode, die Spannungs- 
differenz ®, — ®, der Elektroden und ihren gegenseitigen 
Abstand 7. Sie erlaubt es, alle interessierenden Größen aus 
diesen Daten zu berechnen. 
6. Mängel der vorliegenden Theorie sind, daß erstens der 
ebene Fall anstatt des praktisch wichtigen zylindrischen be- 
handelt worden ist, daß zweitens die Zusammenstöße der 
Elektronen vernachlässigt und drittens das Verhalten der an — 
die Elektroden von außen anprallenden Teilchen nicht richtig 
berücksichtigt worden ist (Vernachlässigung der Reflexion und 
der Sekundärstrahlung): das soll in späteren Arbeiten geschehen. 
Annalen der Physik, IV. Folge. 69. \ 27 
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86. Zahlenwerte, Die Zahlen der Tabellen 1 und 2 
sind mittels der Funktionentafeln von Jahnke und Emde für 


Tabelle 2. 


és 
Ve@) 

0,00! 00000 | 0,0000 | 0,0000 
0.05 | 0,4657 0,4281 0,4389 
0,10 | 0,6692 0,5940 0,6244 
015 | 0826 | 0,7168 | 0,7727 
0,20 | 0,9672 0,8168 | 0,9026 
025 | 1,090 | 0,9080 1,028 
0,0 | 1,204 0,9784 | 1,187 
0,35 | 1,809 1,047 1,247 
0,40 | 1,409 1108 1,858 
045 | 1,508 1,165 1,459 
00 | 1,594 | 1217 1,563 
055 | 1,680 | 1,266 1,667 
0,60 | 1,764 1,312 1,771 
0,65 | 1,844 1,855 1,875 
0,70 | 1,928 1,895 1,981 
075 | 1,998 1,434 2,086 
0,80 | 2,073 1,470 2,193 
0,85 | 2,148 1,505 2,302 
090 | 2,216 1,538 2,412 
0,95 | 2884 1570 | 2,524 
1,00 | 2,852 1599 | 2,687 
1,05 | 2,419 1,629 2,153 
1,10 | 2,484 1,656 2,871 
115 | 2548 1,688 2,990 
120 | 2611 1008 312 
1,25 | 2,678 1,188 3,288 
130 | 2,784 1156 | 8,868 
185 | 2,194 1,779 3,494 
1,40 | 2,854 1.801 3,626 
1,45 | 2,918 1,822 3,762 
150 | 2971 1,842 3,899 
1,55 | 8,028 1,862 4,042 
1,60 | 3,084 1,881 4,186 
1,65 | 8,140 1,900 4,386 
1,70! 8,195 1,917 4,485 
115 | 3,250 1,985 4,642 
1,80 | 3,304 1,951 4,798 
1,85) 8,357 1,968 4,965 
1,90 | 3,411 1,988 5,129 
1,95 | 3,468 1.999 5,301 
200 | 8,515 


Ore 
| 
0,9166 
1,328 a 
1,667 
2,585 
2,807 
3,074 
3,341 = 
8,609 
4,152 
4,427 
4,710 
5,588 2 = 
5,887 
6,198 
| 6,842 
7,177 
7,518 
7,869 
8,601 
| 10,19 
; . 
13,48 
18,95 
27° 


408 R. Gans. Theorie der Thermionenstréme. 
Tabelle 2 (Fortsetzung). 
dx da 9 dx > dx | > dx 
a - — Tagen | | —— 
91! 3618 | 2042 | 5,084 | 44| 5,647 | 2,896 21,68 
22| 3710 | 2,068 | 6,218 | 4,5| 5,728 2,402 22,79 
23| 3,818 | 2,098 | 6609 | 46| 5,804 2,412 24,06 
a 25| 4009 | 2180 | 7485 | 4,8| 5,958 | 2,425 26,78 
| 4107 | 2,160 1927 | 4,9| 6,082 | 2,480 28,16 
4198 | 2180 | 8,410 | 50] 6,110 2,487 29,68 
BB] 4,298 2,199 8,917 5,2| 6,260 2,449 32,98 
0929| 4,881 | 2,215 9448 | 54| 6408 2,459 36,59 
. 4,475 | 2,284 10,01 5,6| 6,554 | 2,468 40,58 
4,561 | 2,248 10,59 5,8| 6,699 | 2,476 45,01 
| 2,265 11,22 6,0| 6,842 | 2488 49,90 
4,137 | 2,277 11,86 6,2| 6,988 | 2,490 
4,826 | 2,293 12,55 6,4| 7,128 | 2,496 
4,908 | 2,304 13,25 6,6| 7,262 | 2,502 2 
6,8| 7,399 2,506 
4,996 | 2,818 14,08 
5,077 | 2,828 14,80 |; Be 
5,168 | 2,341 15,65 1,5| 7,869 | 2,520 
5,248 | 2,349 16,51 8,0; 8,196 | 2,528 oo 
5,327 | 2,861 17,45 8,5 8,517 | 2,588 
90 8832 | 2588 
5,405 | 2,369 18,40 
9,5| 9142 | 2,541 
5,400 |; 2,200 19,44 1100| 9446 | 2,544 
5,565 2,887 20,48 ’ 
10,5| 9,746 | 2,546 | 1. 
11,0 | 10,04 2,547 
15| 1083 | 2,549 | | 


das Gausssche Feblerintegral © und mittels der Grunerschen 
Tafeln für e-* (Jahrbuch der Radioaktivität und Elektronik 
Bd. 3) ermittelt worden. Für große Werte von z hat die 
semikonvergente Reihe für e: [1 — @(Yz)] gute Dienste geleistet. 

Tab. 1 ist wesentlich dichter (bei kleinen Argumenten von 
0,05 zu 0,05) berechnet worden, was schon wegen der Integration 
nach der Simpsonschen Regel nötig war, doch haben wir, 
um Raum zu sparen, darauf verzichtet, alle errechneten Werte 
mitzuteilen. Dagegen glaubten wir, dies in Tab. 2 tun zu 
sollen, weil diese Tabelle es ermöglicht, alle auf die Charak- 
teristik bezüglichen Rechnungen leicht durchzuführen. 


La Plata, 4. Juni 1922, Instituto de Fisica. 
(Eingegangen 8. Juli 1922.) = Sine! 


Druck von Meteger & Wittig in Leipzig. 
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Sauerstofflinien 
Entl. Spannung 10000 Volt 


Mit 


Ohne 
Spannung 500 Volt 
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hana der Physik. IV. Folge. 69. Band. 


Tafel IV. 


Jjannung 500 \ 
Entl. Spannung 1000 Volt 


Entl. Spannung 10000 Volt 
Abl. Spannung 500 Volt 


r(x) 
& 
—459 
44) 
| 437 
~ 
= Bande 5 120 28 
Ber 421,5 124 24 
tickstof 
Linien mit abl. Spannung 500 Volt 


